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内容简介 


本书是“大学数学的内容、方法与技巧丛书”之一，是学习高等代数课程 
的一本很好的辅导书.本书编写顺序与一般的高等代数教材同步，内容包括 
多项式、行列式、线性方程组、矩阵、二次型、线性空间、线性变换 a - 矩阵、欧 
几里得空间、双线性函数与辛空间等高等代数的基本理论与方法.本书在凝 
炼概念、释疑解难的基础上用大量的篇幅和众多的例题对高等代数的基础理 
论、基本性质、基本方法和应用进行了推理与演绎，使读者通过本书能更好地 
理解高等代数的基本概念，掌握高等代数的基本方法，熟悉高等代数的基本 
技巧. 

希望本书能成为您的良师益友，欢迎您选用本系列丛书. 



高等代数是高等学校数学专业的一门主要基础课程，它在承 
接和扩展中学代数内容的同时，又为学习后续课程——近世代数 
与抽象代数奠定了理论基础，它对培养读者的抽象思维能力、逻辑 
思维能力和学习后续课程具有很重要的作用.高等代数的特点是 
概念抽象，理论难懂，方法繁多，变化复杂，尤其在解题中，往往会 
感到证明题难以下手，计算题方法不易统一.为解决读者学习高等 
代数中存在的困难，帮助读者理解与思考高等代数的基本概念，掌 
握与熟练高等代数的基本方法，熟悉与运用高等代数的基本技巧， 
我们编写了此书，相信能够使读者学有所获. 

本书与丛书中其它书籍一样，按章节进行编写，分为多项式、 
行列式、线性方程组、矩阵、二次型、线性空间、线性变换、 X - 矩阵、 
欧几里得空间、双线性函数与辛空间等10章.每节分为主要内容， 
疑难解析，方法、技巧与典型例题分析三个部分.主要内容按照北 
京大学数学系编《高等代数》(第三版)归纳凝炼;疑难解析依据读 
者在学习中可能产生的问题与教材中不够明确的内容进行分析与 
阐述; 方法、技巧与典型例题分析部分不仅对北京大学数学系编 
《高等代数》教材中的习题作了较完整的解析，还补充了部分习题， 
以求题型更加完整、方法更加全面、技巧更加凸现.为了使读者能 
更好地理解与接受本书的内容，我们采取了循序渐进、突出重点的 
方式，较详尽、完整地对问题与例题进行了解析与论证，并作了必 
要的评点与归纳. 



本书在编写过程中参阅了同行们的一些著作，同时得到了华 
中科技大学出版社的大力支持与帮助，在此向他们致以诚挚的 
感谢. 

由于经验不足与学识所限，本书错漏之处在所难免，诚恳希望 
读者指出以求及时改正. 


孙清华 
2006年2月 



第一章多项式 


多项式理论是高等代数的一个重要内容，它为高等代数所阐 
述的内容提供了理论依据.学好多项式理论，对进一步学习数学理 
论与实际应用，将起到很大的作用. 

第一节数域与一元多项式 

主要内容 

1 .定义 1设 P 是由一些复数组成的集合(其中包括0与 
1)，如果 P 中任意两个数的和、差、积、商(除数不为零)仍是 P 中 
的数，则称 P 为一个 数域. 

全体有理数的集合、全体实数的集合、全体复数的集合都是数 
域，分别用字母 Q 、 R 、 C 表示. 

所有的数域都包含有理数域. 

如果数集 P 中任意两个数作某一运算的结果仍在/ 5 中，就称 
数集 P 对这个运算是封闭的. 

2 .定义 2对于非负整数《，形式表达式 

OnX n ~\~ On-\ % 1 1 + *•• + ax x~h ai 

称为数域 / Xcp ， oi ， … ， a »6 f *) 上 x 的一元多项式 • 

常用 /( x )， g ■(: »:) ，…或 /， g ■，…来表示多项式. 

3 •定义 3若在多项式 /( x ) 与 ) 中，除去系数为零的项外， 
同次项的系数全相等，则称 / U ) 与 〆 ％) 相等 ，记为 f ( x )= g ( x ). 

系数全为零的多项式称为零 多项式 ，记为0，是唯一不定义次 
数的多项式. 



多项式 / u ) 的次数记为 a (/(%)). 

4 .数域 P 上的两个多项式经过加、减、乘等运算后的结果仍 
为 P 上的多项式，其运算满足以下 规律： 

(1) 加法交换律 f { x ) J rg { x )= g { x) J r fix ). 

(2) 加法结合律 { fixYrg { x ))+ h (, x )= f ( x ) r \-( g ( xyrh ( x )). 
(3 ) 乘法交换律 f ( x ) g ( x )= g ( x ) f ( x ). 

(4) 乘法结合律 ( f ( x ) g ( x )) h ( x )= f ( x )( g ( x ) h ( x )). 

(5) 乘法对加法的分配律 

f ( x )( g ( x ) J rh ( x ))= f ( x ) g ( x )- l rf ( x ) h ( x ). 

(6) 乘法消去律 ^ f ( x ) g <： x ^ f < ix ) h < ix),K f ( x ^0 ,m 
g ( x )= h ( x ) .且有 

3{ f { x ^ rg { x ') )^ max (3 (f ( x )) ,9, 
3( f ( x ) g ( x ))= d ( f ( x ))-\~9( g ( x )). 

5 . 定义 4 所有系数在数域尸中的一元多项式的全体，称为 
数域 P 上的 一元多 项式环 ，记为/^*]，/^称为/ ^[ x ] 的系数域. 


疑难解析 

1 . 数域与数环有什么不同？试举例说明. 

答 从定义可知 :在 至少含两个数 (0 与1 )的数集上，如果任 
两个数的和、差、积、商(除数不为零)仍属于 P ， 则 P 是一个 数域; 
如果任两个数的和、差、积仍属于 P ， 则 P 是一个数环.显然，数域 
与数环的区别在于数环对商的运算不封闭.例 如： 

(1) M = { a ^ bEi \ a , b 为任意有理数}是数环也是数域.因 
为0 ，i e 只•设 

ca~\~bi ^ l ~3 i , ca~\~h ^3 i G F \ , 

有 （ c &+6 i Ai ) 士 (GE + fe )= (oi )+ (6 i 士 fc )\(3 iG F \ , 

(a ~\~h ^ l ~3 i ^~3 i ) = (a a — 3 bi k )+ { ah ~\~ aih )\&iG F \ , 

~\~bi ^3 i ax \( nb \ 一 ax fe Q .^- 

J + 3 沒 + J + 3 泣 



(2) f 2 = { a +6 i | a ，6 为任意整数 } 是数环但不是数域.因为 
l +2 i ， l +3 ie 内 ， 有 

( l +2 i ) + ( l +3 i )=2+5 iG F2 , ( l +2 i ) — ( l +3 i )= ~iG F2 , 

( l +2 i ) • ( l +3 i )= 一 5+5 iG F2 , 

伯曰 lH ~2 i — ( l ~ l ~2 i )(1 — 3 i ) — _7_ —丄.洋 p 

1 一疋 l +3 i —( l +3 i )( l —3 i )—10— 10】丈户 2 • 

可见，若 P 是数域，则 P 必是 数环; 若 P 是数环，则 P 不一定 

是数域. 

2. 怎样认识 一元多 项式的表达式 

f ( x )= a , x nJ r a,-i x " ' H - h a x~h a > 

的形式性？有什么意义？ 

答 应该认识到，一元多项式的表达式中的 x 是一个符号. 
当这符号是未知数时，即为初等代数中的多项式.但这符号也可以 
表示其它事物，如行列式、矩阵等，因此一元多项式的表达式的形 
式性，将统一对未知数与其它事物的研究，在引人运算反映各事物 
运算规律与研究普遍性质上有积极的作用. 

方法、技巧与典型例题分析 

首先，要对数域的概念有一个明确的了解，能判定一个数集是 
否为数域或数环，并能证明一些简单的命题. 

例 1设数环 P ^0 ，证明 P 为一无限数集. 

证 由尸夫0，故必有 a ( a ^ O)ePjlJ 

crl - a =2 aG P , < r \~2 a =3 aG P , ••• 

显然，当 m 尹 ri 时 ，/ n # ■，所以 P 含无穷多个数 ，是无限数集. 

例 2设数集 P 至少含有两个数，证 明:若 P 中任意两个数 
的差与商(除数不为零)仍属于 PMi P 必为数域. 

证 只需证户对加法与乘法也封闭. 

设 /^，则 a ~ a =0 G P •当6尹0时 ，6/6= l€i 尸，于是 


cr|-6= a—( 尸， ab= a hr G P, 



所以 P 是一个数域. 

例 3 证明： 

(1) 在有理数域与实数域之间有无限多个不同的 数域； 

(2) 在实数域与复数域之间不存在其它数域. 

证 （1) 只需证明对于两个不同的质数 p 与，数域 
Pi — { cr\~b \fp7 |a,6GQ} , P 2 = { crh b \lp^ | a,6GQ} 

不相同. 

用反证法.设 Pi = P 2 ，则必有 R .令 4 p 2 = a + b ^ Jpi ~, 
两端平方后，得 

p2 = a -\~ b 2 pi 2 ab . 

式中 #0( 若 a 或 6 等于零，则 4^ 或 - Jp 2 / pi 为有理数，这是不 
可能的）.但 aby ^ O ，又有 4 pi = ( p2 ~a — b z p \ )/(2 M ) ，即 4^ 为 
有理数，这也是不可能的.所以.由于质数有无限多个，因 
而在有理数域与实数域之间有无限多个形如 

P = { cr ^ rb^p | a ，6 eQ，p 为质数 } 

的数域. 

(2) 设 R 为实数域， C 为复数域 . P 是任意一个包含 R 又不等 
同 R 的数域，则 P 至少含一个复数 a + (#0 ) .于是 

. — rr \~ h \ n ^- „ 

1 = , t r . 

0 

从而推出对任意实数 a ，6, 都有 a +6 i 6 P ， 故 P 包含全体复数，是 
复数域，即 R 与 C 之间不存在其它数域. 

例 4 设尸!与 ft 是两个数域，证 明： 

( 1 ) pi n ft 也是一个 数域； 

(2) Pi U ft 是一个数域 ㈡ 或 . 

证 （1) 因为 B 与 ft 都包含 Q ， 所以片 H ft 也包含 Q . 设 
a ,6 G H 门 /%，则 a ,6 G Pi ， ft ，且 a + b , a — b ， ab , a/b ( b ^ 
0) 也属于 R 和 ft ，故 H fl ft 是一个数域. 



(2) 充分性设 H G ft ，则 P . U P 2 = B ，所以 U ft 是 
数域. 

必要性设 r u ft 是一个数域，且，则必有某一 a e 
R ,a $ ft .再取任 B ，有 H U ft ，从而有 ar \~ x = 6 G Pi U 
ft .这样 ，6 必属于 A 或 B . 

若拓 ft ， 则 a = b ~ x^z P2 ，推出矛盾.于是知 b ^ R Pi , 
从而 x = b — a 6 Pi ，得 P2^Pi . 

同理可证 PGR 情形. 

例5 设 a 为任意正有理数，证 明： 

(1) 设％ ， y 为任意有理数，则一切形如 y ‘的数的集合 P 
是一数域； 

(2) P 是有理数域 ㈡ a 为某有理数的平方 • 

证 （1) P 对加、减、乘运算封闭是显然的，现证对除法也封 
闭. 

任取 A = c + d'la ( A ^0)6 f •.若 d =0 ，则 A = c 9^0 ，于是 lA 4 
= 1 / c€r P . 若 cf ^ O ，当 c 一 d _'_/ cz = 0 时，有 '/ a = c /<^ ，从而知一■切形 
如 x+y / a = x + yc “ 的数即为全体有理数，则 P 是有理数域. 

当 c~d la ^ O 时，有 


1 ^ 

—rH 

厂 

a 

c — d ^\ 

厂 

J2 

^ (c+cN 

[)(c 

一 cH 

厂 — 2 j2 

a) c -d 

a 


所以 P 对除法也封闭. 

(2) V 士/\若为有理数域，则 a 必为有理数，所以《为 
有理数的一个完全平方数. 

反之，若 a 是有理数的一个完全平方数，则 a 为一有理数，故 
P 为有理数域. 

关于多项式的加、减、乘运算，要求熟知其运算规律，能够熟练 
地进行运算. 

多项式 /( x ) 的次数本书中记为 3(/( x ))， 也有的书记为 



deg/(%)， 或次 /(%)， 或 /(%)次. 

例 6 计算 

(1) ( x 3 x 2 —%~1 )( x 3 一2%—1 ) —8 x(x — 1 ) ; 

(2 ) (x 2 + ax~b)(x 2 ——1)+ (a; 3 — ax~\~b)(x 2 ——1) • 
ft? (1) x + a; 5 — 3 x —12% 3 +x 2 +11a;+1 . 

(2 ) 原式 = % 5 + —x 3 —% . 

例 7 设 / U) 是一个多项式，证 明： /U)= h (A： 为常数） 
W 对任意常数 a，6, 都有 

f ( cr \- b )= f ( a )-\- f ( b ). 

证必要性设 f ( x)=kx ,JHlJ 

f ( crh b )— k ( ar \~ b )— kcr \~ kb = f ( a )~\~ f ( b ). 

充分性当 / U)=0 时，上述结论成立.当 f ( x )^ 0 时，若 
3 ( /(%))= TI > 1 ，则不 口 J 會巨有 f ( x )~ OaX n (On¥=0) ，因为 
+ o« ，即 /(l+l )^/(1)+ /(l) •于是 /O) 必有不等于零的根 CC ， 
而 

/(2a)=/(crha)=/(a)+ f ( a )=0 , 

由此可知 2cx，3cx， …也是 /U) 的根.但这是不可能的.所以 /U) 只 
能是常数项为零的一次多项式，即 f ( x )= kx . 

例 8 设 f ( x )= ah ( x )~\~ ( x ~ a ) k ( x ) , h ( x ) y ^ 0 ，A:(%)#0 ，且 
g ( x )= ( x ~ a ) m h ( x ) J (/( a ; ))〈3 (g( a; )) ， a#。 ， 证明： 

^ ( kCx ))^^ ( h ( x ))~\~ m~l . 

证由 /(%) —(% —a)A:(A；) ，知 

d(k(x))~\~l = d(f(x)~ah(x))^max[p(f(x))^(g ( x ))^\. 

又由 ^( g ( x ))= m ~\- 3 ( h ( x )) ^ 

于是 max [3 ^3 ( g ( x))yCd ( h ( x ))+ m , 

W % ) )+(/i( % ) )+ m ， 

所以 d ( k ( x))<id m —1 . 


例 9 证明： 



(1 ) d(fl (%) + /2 (x)~\ - h fn(x)) 

< maxp(/i (%))，3(/2(%))， …， 3(/“％))]; 

(2) d(fi ( x ) f 2 (%)••• fn ( x )) 

= 5(/i (f 2 (%))+ … +a(/„ (%)). 

证 用数学归纳法可证. 

(1) 当？2时 ，设 a(fi ( x )) = mi (/2 ( a ;))= 肌 2 ，则当肌 1 = 
肌 2 且 /l (%)与/ 2 (%)首项系数和为零时，有 3 (/l (%)+/ 2 (%))〈 
maxp (/1 ( X 、） ， d(fz O ))] ;其它情形时，等号成立. 

设当 〃 =A: 时，有 

a(/l f 2 (%)+〜 + fk(x)) 

^ maxP(/1 (%)) 3(/2 (%))， …， 3(/“％))]， 

则当 ? i=A ： +l 时，有 

3(/l (% )+/2 fk+1 (%)) 

—^ (/l (x)~\~f2 (%)+••• + /& fk+1 (%)) 

^ maxP(/i ( x )+ /2 (%)+"•+/“％)) ， fk +\ (%)] 

^maxP(/i (%)) 3(/2(%)) ， … ， 9(/“％)) 3( fk+i (a;))]. 
减法的情形类似可证 . 

(2 ) 当几 =2 时，设 3(/i (a;))= mi ,^(/2 (x))=ni 2 
3(/i (x)f 2 (x)) = mi m 2 =d (f\ (f 2 (x)). 

设当时，有 

^ (fl (%)/2 (%)••• fk(x)) 

= 5(/i f 2 (%))+ 〜 +3(/a (%)), 

则当 n=k+l 时，有 

a(/i (%)/2 (%)••• fk+i (%)) 

—^ ( (/l (%)/2 (%)••• fk(x)) * fk+1 (%)) 

= 3(/1 (x)f2 (%)••• fk (fk+1 (%)) 

= 3( f\ (f 2 (%))+〜 + 3(/it (fk+l (x)). 

例 10 设 /U) ， gU) 和 /lU) 都是实数域上的多项式， 证明： 
若 / (^)= xg xh z (%)，则 



f(x)= g(x)= h(x)=0 . 

证 若则/(%) = 0,上式成立. 

若 gO ) 与 / iO ) 中至少有一个不等于零，则 { x )+ xli ( x ) 
7^0 ，从而 Z 2 0)#0 •因 a Og 2 ( a ;) + xh 2 (%)) 为奇数，而以/ 2 ( x )) 
是偶数，从而与 ( x ) + xfi ( x )= / (%)矛盾.故必有 g ( x ) = 
A (%) = 0, 于是 / “)=0,等式 f ( x )= g ( x )= h ( x )=0 J ^ aL . 

第二节整除与最大公因式 

主要内容 

1 . 定理 1( 带余除法） f(x) 9 g(x)ePlx^,g(x)^0 JIJ 
存在唯一的多项式 q(x) ， r(x) ，使得 

f (x)= q(x)g(x)~\~ r(x) , 

其中3(>(^;))<^(客(^;))或 r(x)=0 . g (%) 称为 g (%) 除 /(%) 的商， 
K %) 称为 g (^) 除/(%)的 余式 . 

这样的是唯一决定的. 

2 • 定义 1 设 f(x)^g(x)^ ?[%]，若存在 h(x)^ P\_x~\ ，使得 
/(%) = /l(A ； )g(%) ， 则称 g (%) 整除 /(%)，记为 gix) 1/(%) •并称 
g(x) 为 /(%)的 因式， /(%)为 g (%) 的 倍式 . 

gU 外 / U ) 表示 gU ) 不能整除 / U ). 

3 • 定理 2设 /(%)， g(%)e P [%]， g ( A ；)#0 ，则 g(x) 1/(%) 

除/(%)的余式 r ( x )=0 . 

4. 整除的几个常用 性质： 

(1) 若 /(%) |客(％) ， g (%) I / O ) ，则 f(x)=cg(x) (c9^0 ) ； 

(2) 若 /(%) | gO )， g (%) |/ iO ) ，则 fix) \h(x) ； 

(3) 若 f(x)\gi(x) ( i=l ,2 ,••• , r ) ,JUlJ 

f (x) \ (ui (x)gi 112 (x)g 2 (%)+•••+ Ur(x)gr(x)) ^ 

其中 w ( x )^ P \_ x ~\. 



5 . 定义 2 设 f(x)^g(x)^ P [%]， 若 d(x)e 足 条件： 

(1) d (%) 是 /(%) ， g (%) 的公因式， 

(2) /(%) ， gO ) 的公因式全是 g ?( a ;) 的因式， 

则称 d(x) 为 /(%) ， g (%) 的一个 最大公因式 . 

6 . 引理 若有/(%)= 〆 ％) 〆 ％)+ K %) 成立，则 fix) 9 g(x) 
和 g (%)， K %) 有相同的公因式. 

定理 3 设 /(%) ， g(A；)e ?[%]， 若 d(x)^ P[%] 是 / (%) 与 
g ( %)的最大公因式，则必有 u ( x ) P [%]， 使得 

d(x) = u(x)f(x)~rv(x)g(x ). 

首项系数是 1 的最大公因式记为 (/U ) ， gU )) • 

7 • 定义 3 设 /U) ， gU)e/^] ， 若 (/U) ， gU))=l ， 则称 
/(%) ， g(A;) 互素 . 

8 . 定理 4 设 /(%)， g(%)e ?[%] ，则 fix ) ， g (%) 互素 存 

在 u(x) 9 v(x)^ P [%]， 使得 

u(x)f(x)~rv(x)g(x) = l . 

9. 定理 5 若 (/U) ， gU))=l，_a fix) \g(x)h(x)M 
f(x) \h(x). 

推论若 /l (%) | g (%)，/2 (%) | g (%) ，且 (/l (%)，/2 (%))= 1 ， 
则 fl (%)/2 (%) \g(x). 

10 . (/ 1 (%)，/ 2 (^)，〜，/、(％))表示首项系数为1的多项式 
/i (%)，/2 (%)， …， / s (%) (^2) 的最大公因式 d (%)， c /(%) 有以下 
的 性质： 

(1) d(x) \fi(x) , i=l ,2 

(2) 若 9(%) |/i(%) ， i=l ， 2 ， … 山则 9(%) \d(x ). 

疑难解析 

1 . 两个多项式的整除关系是否会因 f 数域的扩大而改变？ 

答设/(%) ， g(%)e •若在 p [%] 中 〆 ％) 

不能整除 / U )， 即在 P [%]中不存在 / iU )， 使得 f ( x ) = 



，则在/中 g( A；) 仍不能整除 /(%) •这是 因为： 

若 g { x )= 0 ，因在 P[A；] 中 g(%) 不能整除/(%)，所以/(%)尹 
0,从而在中 gU) 也不能整除 /U); 

若 g ( x ) 7 ^ 0 ，则在?[%]中 f ( x )= q ( x ) g ( x)^t r ( x ) 9 S . r ( x ) 
7 ^ 0 ，但是，所以 g (^) 和 7*(%) 也是 P [ A ；] 的多项式，因 
此/(%)= 〆 ％) 〆 ％)+ K %) 在 P [%] 中仍成立•于是，由心)的唯 
一性 ， gU ) 在>[%]中仍不能整除 f ( x ). 

2.互素多项式有哪些重要命题？ 

答 关于互素多项式有以下重要 命题： 

(1) 若/(%)，〆 ％)都与 / iO) 互素，则 /(%)g(%) 也与 h ( x ) 
互素. 

(2) 若 h ( x ) \ f ( x ) g ( x ) 9 \ f\l h ( x ) 与 /O) 互素，则 h ( x ) \ g { x ). 

(3) 若 g(%) |/(%)，/i(%) |/(%)， 而 g(%) 与 /(%) 互素，则 

g ( x ) h ( x ) |/(%) • 


方法、技巧与典型例题分析 

掌握两个多项式的除法，即能求出 gU) 与 rU)， 使得 f ( x )= 
g U) g U)+K%) ; 常用方法有带余除法和辗转相除法，也可以用 
待定系数法求得. 

例 1 若在 /i (%)，/2 O) ，…， /v O 沖，只有 // O) 是 1，2， 
…， <S 中的一个)不能被 g(%) 整除，证 明： /l ( a ；) + /2 (%)+…+ 
/,(%)必不能被#幻整除. 

证用反证法•设 h ( x )= fi 0)+/2 (%)+〜 + /, (%)能被 
gu) 整除，则 

fi(x)= h(x)~fi (%)— … 一 / 卜 1 (x)~fi+i (%)—•••— fs(x) 

也能被 gU) 整除，此与题设矛盾•命题 得证. 

例2 证明： a ; \f k (x)^^ x \f(x ). 

证充分性是显然的，即％ \f k (x ). 

必要性设％ |/U). 若％不能整除 /U)， 则 /U) 的常数项 
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必不为零.不妨设 / U ) 常数项为 O ) ，则 / U ) 常数项为3，从而％ 
不可能整除 / A (%)，故必％ \ f ( x ). 

例 3证明 :每 一多项式都能被零次多项式整除. 

证 设 c 为 P 中不等于零常数（零次多项式），则 /“）= 
C ( C _I /(%))，即 c \ f ( x ). 

例 4 用 g (%) 除 fix ) ，求商 〆 ％)与余式 r ( x ). 

(1) f ( x )= x 3 一 3 aT —%~1 , g (%)—3 a ; 2 —2 x ~\~1 ； 

(2) f(x )— % — 2 x ~\~5 , g ( x )= % — x ~ h 2 ； 

(3) f { x )=2 x — 5 x 3 ~8 x , g ( x )= x ~\~3 ； 

(4) f ( x )= x 3 ~x ^ g ( x )= x ~ l ~\~2 i . 

解用 g (%) 除 /(%)， 求商与余式 K %) 的方法很多，我 
们每小题只给出一种方法，希望读者自己进行比较选择. 
(1)用长除法. 


1 _ 


x 3 一么 2 +士* 


Hi 


: q ( x ) 


g ( x )=3 x 2 — 2 a ;+1 )x 3 — 3 x ~ x~l = fix ] 


2 , 14 1 _ 

OC -T c OC— n 


26 _ 2 __ ,, 
" n n = r{x) 


故 




艮 P q ( x )=~^ x ~~^ , r ( x )= . 

(2) 用待定系数法.因为 f ( x ) 与 分别是首项系数为 1 的 
四次与二次多项式，所以以％)为首项系数为1的二次多项式，余 
式次数小于2 .故设 
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q ( x ) = x 2 ~\~ ax~\~b 9 r ( x )= cx ~\~ d , 

贝 lj x 4 — 2^+5= ( a ; 2 + ax ~\~ b )( x 2 ~ x ~\~2)-\- cx ~\~ d . 

展开等式右端，比较同次幂系数，得 


〃 0 = a — 1 ， 

, 0= 一 crh6+2 ， 
—2=2a—6+c ， 
^5=26+ d<f 


r a = I y 

,b= — 1 , q(x )— x 2 ~\~ x~l , 

N 

c = —5 ， r(x)= ~5x~\~7 . 

， 


(3) 用综合除法.注意先按 / U ) 降幂排列写出各项系数，缺 
项的系数写为零. 


3 

2 

0 -5 

0 

-8 

0 



一 6 18 

-39 

117 

一 327 


2 

一 6 13 

-39 

109 

一 327 


求得 q ( x )=2 x 4 —6 x 3 ~\~13 x 2 —39^+109 , r ( x )= — 327 . 
(4) 用综合除法•因为 


l -2 i 

1 -1 

-1 

0 


l -2 i 

-4-2 i 

-9+8 i 


1 -2 i 

-5-2 i 

-9+8 i 


所以 x 2 —2 i %— 5 —2 i ， r ( x )= — 9+8 i . 

例 5 m ，/)” 适合什么条件时，有 

(1) x 2 ~\~ mx~l \ x 3 p x ~\~ q ； 

(2) x 2 ~\~ mx~\~l \ x A px 2 q , 

解 （1) 用 x 2 j rmx—l 去除 + 余式 
r (%)— (m / >+l ) x ~\~ q — m • 

由 r (%) = 0 知，当 />= 一 m 2 — 1， g = w 时，可以整除 • 

(2 ) 用 % + 顧;+1 去除 x 4 + /> a ; 2 + g ，余式 

r ( x ) = \_ m — m(m + p —1 q — m ~\~1 — p • 

由 rU ) = 0, 得 
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m (2 — p — m )—0 , 
q — m +1 — p =0 . 



当 m =0 时， 


^+1 ~p=0=^ > p = l+g ， p=2 ， g=l ; 

当 时， p =2— m ， q = l • 

例 6 为什么数时 9 g ( x ) jf ( x )? 

(1) fix )— % —3% 3 + 6% 2 + ax -\~ b , g ( x )= x 2 —1; 

(2) f ( x )= a ; 4 + ax '~\~2 x 2 ~\~ bx ~2 , g ( x )= ( x~lf . 

解 可以用普通除法，也可以用综合除法. 

(1) 用普通除法•用 gO ) 去除 f ( x ) ，余式 r ( x )= ( a —3 ) x~\~b 
+ 7 •由 r (%) = 0 得 a = 3 ， b = —1 • 

(2) 用综合除法•因 g ( x )= (%—1 ) 2 = ( x~l )( x—l ) ，故用 
%—1 先除 / U )， 再用％ —1去除所得的商. 


1 

1 

a 

2 

b 

一 2 



1 

orhl 

a+3 

cr\~b~\~3 

1 

1 

ar\~l 

crh3 

crh6+3 

orh6+l 



1 

crh2 

2a+5 



1 

cr\~2 

2 crh5 

3 crhi+8 



令 

由上式有 


cr\~ b~\~ 1 = 0 , 

3 cr\~ 6+8—0 , 


解得 



f(x)= (%—1 ) 2 [a; 2 + (crh2 )%+ (2crh5 )] 
+ (x —— 1 )(3crh6+8)+ cr\~b~\~l . 


例 7 将 / U ) 表示成 a ;-% o 的方幂和，即 

O) + Cl (x — X 0 )+C2 (x — X 0 ) 2 + … 

的形式. 

(1) f(x)= X 5 ,X0 = 1 ; 

(2) f(x)= % — 2a; 2 + 3 ,%o = —2 ； 

(3 ) f(x)= x A -\~2ix 3 一 (l+i)% 2 —3%+7+i，%o = —i • 

解连续施行综合除法，即用 ％ —如除 / U ) 得余数 O ) ，再用 
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1 2i 


-1-i -3 


7+i 


1 -1 4i 



故 /U)=7+5i—5U+i)+(—1 — i)U+i) 2 

—2i(%+i) 3 +(%+i) 4 • 

例 8 求下列 /(%) 与 g (%) 的最大公 因式： 

(1) f(x)= x 4 x 3 ~3x 2 — 4a; - 1 9 g(x)= x 3 + x 2 —x~l ； 

(2) f(x)= x — 4x 3 + 1 9 g(x)= x 3 ~3x 2j rl. 

解一般用辗转相除法可以求得 . sG > 2 ) 个多项式的最大公 
因式也可以用辗转相除法求得.因为，若 A (%)是力，/ 2 “）， 
…，/ 5 -1 ( X )的一个最大公因式，则 cfo ( A ；) 与/、(％)的最大公因式即 
为 /l (%)，/2 (%)，…，/.、(％)的最大公 因式. 


(1) 因为 
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艮 P f(x)= xg(x)~\~ (~2x 2 ~3x~l ), 

-士%+士) (-2% 2 -3%-1)+( 

-2/-3%-1=( 音 )( - ， 

所以 （/(%) ^ g { x ))= x~\~l . 

(2) 



即 （/(%) yg {x))=l . 

注意，当 r (^)^0 时， (/ U )， gU))=l • 

例 9 求 ， i ；0) ，使 

u(x)f(x)-\~v(x)g(x)=(f(x) 9 g(x)). 

(1) f(x)= x 4 -\~2x 3 ~x —4%—2 ^g{x)= x ~\~x ~x ~2x~2 ； 
(2 ) f(x)=4：x ~2x —16% 2 +5%+9 ^g{x)=2x —x 2 —5%+4 ; 
(3 ) f(x )— % ~x —4 % +4x+l ,g(x)= x . 

解用辗转相除法，将结果列出. 
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(1) 



即 f(x) z =qi(x)g(x)-\-n(x)= g(x)~\~(x 3 ~2x)^ 

g(x )— q 2 (x)n (x )+ n (x )— ( x~r l)n (x )+ ( aT — 2 ) ， 
n (a;)— c/ 3 (x)r 2 (x) = xn (x ), 

故 (f(x) 9 g(x))=x 2 —2= n{x)= g(x)—q 2 (x)n (x) 

=g(x)—q 2 {x)\_f{x)—q\ {x)g{x)~\ 

=~q. (x)f(x) + [1+^b (x)qi {x)~\g{x)= x 一 2 ， 
所以 u(x)= —q 2 (x)= —x~l , 

v(x)=l~\~q 2 (x)q\ ( x ) = l + ( x~\~ 1) • 1— x~h2 . 

(2) 用辗转相除法得 

f(x)=2xg(x) J r (~6x 2 一 3%+9 )， 

- 士 %+ 士 ) n (%)+(—^+1), 

n (x) = (6%+9 )n (%) ， 

故 (f(x),g(x))=q 2 (%)/(%)+ [— 中 (x)qi (x)—l^\g(x)= x~l , 

所以 u(x)= q 2 (x)= — 含 %+ 士， 

v(x ) = — q 2 ix)qi (%) — 1~ % — x — 1 • 

(3) 用辗转相除法得 

f(x)= (x z —3)g(%)+ O—2 ) ， 
g(x)= (^+1 )n (%)+l ， 

故 (f(x),g(x))= ~qi [l+^i (x)qz (x)^\g(x)=l , 

u(x)= ~x~l , v(x)= x 3 -\~ x — 3 a; — 2 . 
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例 10 设 / ( x ) = % 3 + (1+ t ) x 2 ~\~2 x ~\~2 u 9 g ( x ) = x + tx ~\~ u 
的最大公因式是一个二次多项式，求的值. 

解 仍用辗转相除法，可得 

fix )— q \ { x ) g { x )~\~ n ( x ) = g { x )~\~ tx ~\~ix , 
g ( x ) = qz ( x)n ( a ;) + n ( x ) 

=( tx 2 -\~4： x )( x -\- rh 4)—4(^—4 ) x ~\~2 u . 

由于 /(%) 与 gO ) 的最大公因式是二次多项式，得 r 2(%)=0, 从而 
| -4(^-4)=0, ^ | 尸4， 

L 2 u = 0 ， L u = 0 . 

例 11 证 明:若 d ( x ) \ f ( x ) y ( Kx ) | g (%)， 且 d ( x ) 为 /(%) 与 
gO ) 的一个组合，则 gK %) 是/(%)与 g ( %)的一个最大公因式. 

证 由题设知是/(%)与 g ( %)的一个公 因式. 

设 / i (%) 是/(%)与 g (%) 的任一公因式，则 h ( x ) |/(%)， 
/ i (%) | gO ) ; 又是/(%)与 g ( %)的一个组合，故存在 u(x) , 
v ( x )^ P \_ x ~\ ，使得 

d ( x ) = u ( x ) f ( x )~ rv ( x ) g ( x ). 

所以 h ( x ) \ d ( x ) ，从而 g ?( a ;) 是 /(%) 与 g ( a ;) 的一个最大公因式. 

例 12 证明 ：( f ( x ) h ( x )， g ( x ) h ( x )) = ( f ( x ) 9 g ( x )) h ( x ) ^ 
(/ iU ) 首项系数为 1). 

证设 d ( x )= (/(%)， 〆 ％))， 则成立 

u ( x ) f ( x )~\~ v ( x ) g ( x )= d ( x ) ， 

故 u ( x)f ( x ) h ( x )~\~ v ( x ) g ( x ) h ( x ) = d ( x ) h ( x ) • 

因为6?(%)|/(%)，6?(^;)|客（％)，所以 d ( x ) h ( x ) \ f ( x ) h ( x )^ 
| g ( A ；)/ l ( I ) •由例 11 知 G ?( A ；)/ i ( A ；) 是 /(%)/ i ( I ) 与 
的一个最大公因式，又(/(%) ， g "( A ;))/ l ( A ;) 的首项系数为 

1，于是 


( f ( x ) h ( x ) ^ g ( x ) h ( x ))= ( f ( x ) ^ g ( x )) h ( x ). 

例 13 若 / O ) 不全为零，证明 

f ( x ) g ( x ) _ ^ 


• 18 • 



证 由定义知，存在 itu)，ru)e 尸 [x]， 使得 

(f(x).,g(x))=u(x)f(x)- s rv(x)g(x). 

由 fix) ，〆％ ) 不全为零知， ( fix) ,g(x))^0 .由上式得 

l ^ X \f{x) ,g{x)y V ^ X \f{x) ,g{x)) ' 

由互素的充要条件知 


(f ( x )^ g ( x )) ( f ( x )^ g ( x )) • 

例 14 若 / O)，gO) 不全为零，且 

u ( x ) f ( x )-\~ v ( x ) g ( x )=( f ( x ), g ( x ))^ 

证明 ：( u ( x ) ^ v ( x ))= l . 

证 因为 /(%)，〆％) 不全为零，故 (/(%)，g(%))#0 • 
由题设可得 


u ( x \ ———— +v(x) ———— =1 

所以，由互素的充要条件知 ^(u(x) y v(x))=l . 

例 15 若 (/(%) ^g{x))=l ，(/(%) ， /iO))=1 ，证 明： 

( fix) 9 g(x)h(x))=l . 

证由最大公因式定义知，存在 (x) ^ VI (x) ,U2 (x) ^V2 (a ；) 
epM ， 使得 

m (x)f(x)~rvi ix)g{x) = l , m (x)f(x)~rv 2 (x)h(x) = l . 

两式相乘得 

\_ia (x)vz (x)vi (x)uz (a;) g(A；) + u\ (x)v 2 (x)h(x)^\f(x) 
+ [y\ (x)v 2 (x)^\g(x)h(x) = l 

[] ■^ 内多项式仍属于 P [%] ，故由互素的充要条件知 

(f(x) jg(x)h(x))=l . 

也可用反证法证(请参看例17 ). 

例 16 设 /l (%)，/2 (%)，…， /m (%) ，妒 O) ， g2 O) ， … ， g re (%) 
都是多项式，且 

( fi(x) ^gj (x))=l (i=l ,2 ,••• ,?n ； y=l ， 2 ， ••• ， 几 ). 
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证明 ：(fl ( x ) , f2 (%) … / m(%)，gl ( x ) g2 (%)••• gn ( x))=l . 

证 由题设知 j(fi ( x ) jgj ( a;))=1 ( 7 — 1 ， 2 ，…，几） • 

多次应用例 15 的结果，可得 

(fl ( x ) ^gl ( x ) g2 (%)••• gn ( x))=l . 

类似可得 

(fi(x) ygi (x)g 2 (%)••• gn(x))=l ^ ( 户 1 ， 2 ，…， m) • 

再多次应用例 15 的结果即得 

(fl (%) f 2 (%)••• fm ( x ) ( X ) g 2 (%)••• gn ( x))=l . 

例 17 若 (/(%)， 〆 %))= 1 ，证明 ：( f ( x ) g ( x ) 9 f ( xy \~ g ( x ))= l . 
证 用反证法.若 

( f ( x ) g ( x ), f ( x )-\~ g ( x ))= d ( x ) ,3( d ( x ) X >0 , 

则对 dU ) 的一个不可约因式 /> U )， 有 

p ( x ) \ f ( x ) g ( x ) , p ( x )\\^ f ( x )-\- g ( x )^\ 9 

即 p ( x ) \ f ( x ) 9 p ( x ) \ g ( x ) .Bflll 〆 ％) 是 /(%) 与 g (%) 的公因式， 
, g ( x))=l 矛盾•所以 

( f ( x ) g ( x ) g ( x))=l . 

例 18 设 /i (%)= af ( x )-\~ bg ( x ) ^gi ( x )= cf ( x )~\~ dg ( x ) ^ 
且 ad — bdQ ，证明 ：( f ( x ) 9 g ( x ))=( fi ( x )^ gi ( x )). 

证 设 (/(%)， g (%))= ，则 d ( x ) \ f ( x ) , d ( x ) | g <%) •又 

由题设条件知 d ( x ) \ fi ( x ) 9 d ( x ) \gi ( x ) . 

再设 h ( x ) \fi ( x ) ^ h ( x ) \gi ( x ) .而由题设可解得 

/ U )= «^ r / i ( x )_ a ^ r / iU) ' 

g { x )= ^^ cf i { x )+ ^ bc giix) ' 

所以有 h ( x ) \ f ( x )^ h ( x ) | g (%) ，从而 h ( x ) | g ?( a ;). 即 gKa ;) 也是 
/i U ) 和 U ) 的最大公因式，有 

(f ( x ) 9 g ( x ))= (fl ( x ) 9 gl ( x )) . 

伊 U9 麵 :只要 (/(&)，(/(&)_ 数都大 
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于零，就可以适当选择适合等式 

u(x)f(x)-\~v(x)g(x)= (f(x) ^g(x)) 

的 u (%) 与 ，使 

d(u(x))<d [ —^ ' 


3 


(f(x) ^g(x))i 

—— ] 

证因为存在 5 (^) ， K%)e p \_%~\ ，使得 

f(x) _ I " 、 _ g(x) _ 




(fix) 9 g(x)) 

根据带余除法，有 

g(x) 


卜 t(x) 


s(x)= 


t(x)= 


(f(x),g(x)) 

4 ^ 


( f(x)^g(x)) 
qi (%)+ n (x) y 


1 


① 




q2 (%)+ n (x) ^ 


且 


g(x) 


若将式②代人式①可得 

fix') 




f(x) 


(f(x) 9 g(x))l 


•② 


u(x ) 


(f(x),g(x)) +v(x) (/(x g )! C g ) (x)) 


+ ^ (x)+92(x)J (/( x f ) ( : x g \ x ))- ( f ( x ), g ( x )) 


g(x) 


= 1 . 


③ 


又由式②知 


u(x) 


<3 


f(x) 


f(x )^ •- 




g( x) 


(f(x) 9 g(x))l 
g( x) 


所以必有 $ (%)+$ (%) = o ，从而有 


u(x) 








g •⑴ 


( f(x) jg(x)) 


=1 


即 


u(x)f(x)~\~v(x)g(x)=(f(x) 9 g(x)). 
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例 20 若 /(^4(%) 互素，证明 : /(^) 与 ¥( ， ) 也互素 . 

证因为 /U) ， g(%) 互素，所以（ /(%) ， g(x))= 1 ，从而 
(/(y) ， g(y))=i •令 y = x m ，于是 f(x m ) 

与 〆 ，) 也互素 • 

做证明题，首先想到的是依定义证，然后再考虑应用定理或证 
明等价命题 . 当无法直接证明时，再利用反证法来证 . 

例 21 设 m 为任意正整数，证明 : g m (x) LTu) ㈡ gU) \f(x). 
证充分性若 gO) |/(%)，显然有 fO) |jT(a;). 

必要性设 g m (x) \f m (x) ，则有 h(x)^ P\_x~\ ，使得 f m (x)= 
g m (x)h(x) (fix) 9 g(x))= cK%) ，则有 / (%)— d(x)fi (%)， 
O ) ，且 /i (%) 与 gi (%) 互素，于是有 

/T (x)= g! 1 (x)h(x) • 

因为 gi (%) 必为非零常数，可设 gi (x)= a ， 则 g(x)= ad(x) ^ 
f(x)= (x)fi (x) ，从而 g(x) \f(x ). 

例 22 设 /i (a;) , /2 (x) ,gi (x) (%) 是四个多项式，且 

gi (x)gz (x) |/l (x)f 2 (x) ，/ 1 (x)y^0 , 

证 明:若 /l (%) 1^1 (%) ， 则 g2 (%) 1/2 (%) • 

证由题设和 fl (x) \gi (x) ，应有 

fi (x)f 2 (x)= gi (x)g 2 (x)q(x) ^ gi (x)=fi (x)qi (x ), 

故 /l (x)f 2 (x)=fi (x)qi (x)g 2 (x)q(x ). 

化简得 /2 (x)=qi (x)g 2 (a ；)^(%) ,BP g 2 (x) 1/2 (x ). 

第三节因式分解定理与重因式 

主要内容 

1 • 定义 1 若数域 P 上次数不小于 1 的多项式 〆 ％)不能表 
示为数域 P 上两个次数比它低的多项式的乘积，则称是数 
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域 P 上的不 可约多项式. 

零次多项式既不是可约的也不是不可约的. 

2 .定理1 若 〆 ％)是不可约多项式，则对任意的两个多项式 
/(%)，贫(％)，由 /> (% ) 1/(% )尽（％ ) —定可以得出 />(%)|/(%)或 
p(x)\g{x). 

3. 因式分解及唯 _ 性定理 数域 P 上任一次数>1的多项 

式 / U ) 都可以唯一地分解成数域 P 上的一些不可约多项式的乘 

积. 

4 •定义 2 若不可约多项式/>(%)，成立 p (x) \f(x), 
p k+1 (%)1'/( x )， 则称 p ( x ) 是 /(») 的 A •重因式 • 

5 •定义 3设/(% )= OnX "+ On - 1 x " 1 H - haix + cti ， 则称多 

项式 

f' (x)= nanx" * + (re 一 1 )o.-i x" 1 - \~2a2 x~\~ cn 

为 /( x ) 的微商(或导数）. 

多项式的微商与数学分析中的微商有相同的运算性质. 

6 •定理2 若不可约多项式 P U ) 是 / U ) 的 ft ( A >1) 重因 
式，则它是 / U ) 的 fc — l 重因式. 

推论1 若不可约多项式/>(%)是/(%)的 Aa > i ) 重因式，则 
/ 也是 /' (%)，/ '(: »： ) ，… ，广 — n ( x ) 的因式，但不是 f a, (x 
因式. 

推论2 不可约多项式是 / U ) 重因式的充要条件为 
〆 ％)是/(%)与/'(%)的公因式. 

推论 3多项式没有重因式的充要条件是/(%)与 
/’⑷互素. 

疑难解析 

怎样理解多项式 / U ) 的因式分解的唯 一性？ 

答 对数域 P 上的一个次数>1的多项式 / U ) ， 如果可以分 
解为户上的一些不可约多项式的乘积，则这种分解是唯一的.即 
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若 


fix )—/)i (x)p2 (%)••• p s (x )— qi (x)q2 (x) 999 qt(x) ^ 

则 . s = “且重新排列次序后必有 

p,(x)= dqi (x ) , i= 1 ,2• ,s, 

其中 c , ( 1,2,… ， s ) 是一些非零常数.也就是说，因式的差异只 
表现在常数 c ,_ 上. 


方法、技巧与典型例题分析 


首先，补充一下最小公倍式概念.若① f ( x ) \ m ( x ) J g ( x ) I 
mix )-,® /(%)， g ( A ；) 的任一公倍式都是 m (^) 的公倍式，则称 
mU ) 是 / U )， gU ) 的一个最小公倍式.首项系数是1的最小公倍 
式记为[/(%) ， g “)] • 

例1若 / U )， gU ) 的首项系数都是1，证明 


Lf ( x ), g ( x ) Jr = 


f ( x ) g ( x ) 

( fix) ， g(%)) • 


① 


证设 (/(%)， g (%))= ，且 f ( x )= d ( x)fi ( x ) , g ( x )= 

(%) ，则 f ( x)gl ( x )= g ( x)fl (%) ，从而 f ( x)gl (%) 是 fix ) 
与 g (%) 的一个公 倍式. 

再设 / i ( a ;) 也是/(%)与 g ( % ) 的一个公倍式，有 h ( x ) = 
f ( x ) s ( x ) , h ( x )= g ( x ) t ( x ) ，则有 


d(x)fi (x)s(x) = d(x)gi (x)t(x ), 

即有 /i ( x ) S ( x ) = gl (%) K %)， 故 gl ( x ) I /l ( A ； ) 5 (x ) 9 
/l ( x ) |^ 1 (%) 6 (%).由于(/ 1 (^；)，^ 1(^；)) = 1 ，所以 gl (%) |< s (%) •设 
5(%)= gl (%)沿 （％) ，则有 h ( x )= f ( x ) gl ( a ； >51 (%) ，即 h ( x ) 是 
f(x)gl (A；) 的一个倍式.因此 f(x)gl (%) 是 /(%) 与 g(A；) 的最小 
公倍式.得 


Lf ( x ) , g ( x )^\( f ( x ) 9 g ( x ))= f ( x)gi ( x ) d ( x )= f ( x ) g ( x ), 


即 


Lf ( x ), g ( x ) Jr = 


f(x)g( % ) 

( f ( x ) jg ( x )) 
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例 2 求下列题中的 [/ U )， gU )] : 

(1) f ( x )= a; 2 + 3 a ; + 2 , g ( x )= x 2 ~ hx ~2 ； 

(2) f ( x )= x 3 5 x 2 ~\~7 x ~6 , g ( x )= ~ % —5%—7 • 

解 首先求出 (/ U )， gU ))， 可以用分解因式或辗转相除法 
求得.再利用例1中式①求出. 

(1) 因为 f ( x ) = x 2 3 x ~\~ 2= )(%+2 ) , g(x )— x 2 ~h x 

~2= (%—1 )(%+2)，所以(/(%)， 〆 ％))= x +2 ，于是 

[/(%) ^ g ( x ) J = (%+2)(%+1)(%—1 )= x 3 ~ h 2 x 2 —%—2 . 

(2) 因为 (/ U )， gU ))= l ，所以 

[/(%)， 〆 ％)]=/ ix ) g { x ) . 

例 3 求下列多项式的公 共根： 

f ( x ) = x 3 ~\~2 x 2 ~\~2 x ~\~ 1 ； g { x ) = ~\~ x " ~\~2 x l ~\~ x ~\~ l . 

解 可以用分解因式法或辗转相除法先求出最大公因式，然 
后求得公共根. 

/ (x)= (X+1 )(% 2 + ^+1 ) , g(x) = (A； 2 +1 )(x 2 ~\~ X~\~ 1 ) , 

由 x 2 [%+ (1 — 3 i )/2][%+ (1+ 3 i )/2] 

得公共根为 （一1 士 3 i )/2. 

例 4 判别下列多项式有无重 因式： 

(1) f ( x )= x ° — 5 % + 7 x 3 ~2 x 2 ~ h 4 x ~8 ； 

(2) f ( x )= a ; 4 + 4 a; 2 ~4： x ~3 . 

解 计算//(%).若/(%)与/(%)互素，则/(%)无重因式;若 
/(%)与/(%)不互素，则其最大公因式 g ?( a ;) 的任何 A : —1重因式 
即为/(%)的重因式. 

(1 ) f ' ( x ) = 5 x — 20 x 3 + 21 a; 2 — 4 % + 4，可求得 
( fix ) J \ x ))= ( x ~2 f ，所以 / U ) 有三重因式 U —2). 

(2) / ( x )= 4 a; 3 ~\~8 x —4 ，可求得(/(%)，/’（％))=1，所以 
/(%)没有重因式. 

关于多项式的可约与不可约，必须明确它是与给定的数域有 
关的.在一个数域上不可约的多项式，在另一个数域上可能可约. 
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如/一 3 在有理数域上不可约，但在实数域上却可约，有/ 一3 = 
U — 3)(%+ 3) .所以讨论不可约多项式时，一定要明确在什么 
数域上讨论 • 

例 5 证明 :次数 大于零且首项系数为1的多项式 / U ) 是一 
个不可约多项式的方幂的充分必要条件为，对任意的多项式 g ( x ) 
必有(/(%)，尽(幻)=1，或者对某一正整数 mj ( x )\ g m ( x ). 

证必要性设 /(%) = /T (%)，/?(%)为不可约多项式，则对 
任意多项式&(^)必有(/>(^)，&(^；)) = 1或 pO ) | gO ). 于是，当 
( p ( A ;)， g ( A;)) = l 时，得（/(%)，&(%))=1;当 />(%) lg (%) 时， 
O ) (%)，即 f ( x ) \ g m ( x ). 

充分性用反证法•设/(% )= /T U )力 U) • 1，〆 A；) 不可 

约且 p (% yy/i (%) 9 ^(/i (%))〉0，则(/(%)，/1 o)#i ，并 

且对任何正整数 m ， 有 /u)>/ru) •这是因为若 /u)|/ru)， 则 
由〆％) |/u) 必有 />u) |/r u )， 由的不可约性，应有 
/>(%) |/i (%)，与假设矛盾•故 /(^ol^/r (%)，即/(%)必为一不可约 
多项式的方幂. 

例 6 证明 :次数 大于零且首项系数为1的多项式 / U ) 是某 
一不可约多项式方幂的充分必要条件是，对任意的多项式 g ( x ), 
&(%)，由/(%) | g ( A ；)/ i ( A ；) 可以推出/(%) | g (%) ，或者对某一正整 
数 \ h m ( x ). 

证必要性设/(%)=//(%)， 〆 ％)不可约，且 fix ) \ g ( x ) h ( x )^ 
但/(%外^"(%) . 故/(%)与 / i (%) 不互素.则由例5知，存在正整数 
肌， 使得 f ( x ) \ h m ( x ) . 

充分性设条件成立，但 / U ) 不是某不可约多项式方幂，而 
有 f ( x )= p k ( x ) h ( x ) jk ^ l ，/ >(%) 不可约 9 p (% y ^ h ( x ) , 3 ( h ( x )^> 
0 •则有 fix ) \ p k ( x ) h ( x ) (%). 故必有正整数? ri ， 使得 

f ( x ) |/ t ( a ；) •又得 p ( x ) |/ t ( a ；) •由于 />(%) 不可约，应有 
MWAu )， 但这引出矛盾.所以 / u ) 必为某个不可约多项式的 
方幂. 
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例 7 证 明:设 〆 ％)是次数大于零的多项式，若对于任何多 
项式 /(%) ， 〆％) ，由 p(x) |/(%)g(%) 可以推出 p(x) 1/(%) 或 
〆 ％) I〆 ％)，则 〆 ％)是不可约多 项式. 

证用反证法•设 〆 幻可约，则必存在次数小于 a ( 〆 ％)) 的 
多项式 f(x)^g(x) ，使得 /)(%) = /(%)客(^；)，即 p(x) \f(x)g(x). 
但由题设 p(x) \f(x)^p(x) I g (%)， 但 a (/(%))〈a (p (%))， 
^ (g(x))<id (p(x)) ，所以不可能实现•从而知 p ( %)必为不可约多 
项式. 


第四节多项式函数 
复系数与实系数多项式的因式分解 

主要内容 

1 . 余数定理 用一次多项式去除多项式 / U ) ，所得的 
余式是一个常数，等于 /(«). 

如果 /( C ()= 0，则 a 称为/ u )的一个根(零点）. 

推论 a 是/(%)的根 ㈡ （％ — a ) 1/(%) . 

若 （x — ct ) 是 /( x ) 的 A : 重因式，当 fc=l 时 ， a 称为 单根; 当 
1时， c (称为重根. 

2. 定理1户|>]中《次多项式 U >0) 在数域 P 中的根不可 
能多于个，重根按重数计算. 

3. 定理 2 若多项式 /(x ) ，g ■(: »： ) 的次数都不超过 n ， 而它们 
对 n +1 个不同的数 oa ， a ? ，…， a »+ i 有相同的值，即 /(a )= g ( a ,) 
U =1 ，2，…， n +1) ，则 f { x )= g { x ). 

4. 代数基本定理每个次数不小于1的复系数多项式在复 
数域中有一个根. 

即每个次数不小于1的复系数多项式，在复数域上一定有一 
个一次因式. 
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5. 复系数多项式因式分解定理 每个次数不小于1的复系 

数多项式在复数域上都可以唯一地分解成一次因式的乘积. 

6. 实系数多项式因式分解定理 每个次数不小于1的实系 
数多项式在实数域上都可以唯一地分解成一次因式与二次不可约 
因式的乘积. 


疑难解析 

怎样认识多项式是一个函数？ 

答 利用定理2,我们可以将数域 P 上的多项式看成通常的 
函数.若设 

f { x )= a < x nJ r a.-i x " ' H - h cs x ~\~ a > 

是数域 p 上的一个多项式，则 v c e 尸，由 / u ) 确定一个数 /( c )， 
从而知 / u ) 定义一个确定的函数，其定义域是 P . 当 p 是实数域 
时，正是数学分析中的多项式函数，称为 p 上的多项式函数. 

每一个多项式都定义一个确定的函数，不同的多项式所定义 
的函数不同.因此，可以用函数的观点来研究多项式的理论. 

但是要注意， p [*] 的两个多项式 / U ) 与所确定的两个 
多项式函数相等，这两个多项式不一定相等.因为，两个多项式相 
等指的是它们有完全相等的项，而两个多项式函数相等指的是 
V c 6 P ,/( c )= g ( c ) .这是两种不同的相等概念. 

方法、技巧与典型例题分析 


对多项式函数要有正确的理解，对多项式重根的概念要有明 


确的认识，掌握讨论多项式重根的有关问题. 


例1 求使/(% )= x 3 —3% 2 +^ — 1 有重 根的 t 值. 
解 因为/'(%)= 3/— 6 x + “用辗转相除法得 


/ ( x )= 


( 丄丄 ) 

〆 ， 、丨 2(^—3) | 

t, 一 3 

13^ 3 J 

J yxj-r 

3 们 

. 3 ， 

9 

45 

n (%) + 

,15 

2(t~3) x 

Ut-3 y 
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根据 / U ) 与 / U ) 不互素 ㈡ n (%)=0或 n ( x )= 0 ，从而知 f ( x ) 
有重根的条件是尸3或尸 —15/4 . 

例 2 求多项式 ％ 3 +/> A ；+ g 有重根的条件. 

解因为 ( a ; 3 + p ^+^/ = 3 a ; 2 + p ，可以求得 


f ( x ) = % + px ~\~ q - 


z ^~ x ( 3 x 2 ~\~ px ~\~ q ^ 


f '( x )= 3 x 2 + p =[ f - p x - f ^ q ) [ jpx + q)+ ip + 2 27<? 
所以当 n ( x )=~~ px ~\~ q = 0 ，即当 p = g = 0 时， /(%) 有重根； 


当 n ( x )= 


4t> 3 +27, 


:0 ，即 4 p 3 + 27 g 2 = 0 时， /(%) 有重根. 


例 3 若 (％—1 ) 2 % 4 + _6% 2 + 1 ，求 A. 

解一 用 O— I ) 2 去除 f {x)= A x + Bx 2 + \，得余式 
n (x) = (4 ： A~\~ 2 B)x~\~ 1 — 3A — B • 

由 nU)=0 得 iA + 2B=0, 1~3A~B=0, 

解得 4=1 ， B=~2. 

解二 用赋值法 • 因为 （ a; — 1 ) 2 |h 4 + 5/ + l ，所以 ％ =1 是 
x 4 + _6% 2 + 1 与 f r (x) = 4：A x 3 ~\~2Bx 的根•由 
f(l)=A + B+l = 0, /’(1)=4A + 2B=0 ， 

解得 4=1 ， B=~2. 

例 4 证 明 : 下 列多项式没有重根 . 

(1) /(%) = l+%+f !+".+^!; 

(2 ) g(x) = x"~\~ nx n 1 + •••+ n(n 一 1 ). 3 • 2x~\~ n \. 


证 （1) 因为 f ( x ) = l ~\~ 


所以 


f ( x)=/(x )+^~! A； re • 

(/(%)，/ (%))= / ( 欠) + 士 〆 ，/’(欠) 
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=[ 亡产" =1 . 

从而知 /(%) 没有重根. 

(2) 因为茗（尤)=1+%+ _ ^+“.+ 分 , ,+ ^^,，由题（1)知 

n ! Z ! ( 几一丄 ）! n ! 

^没有重根，而 〆 ％)与^^有完全相同的根，所以 gU ) 没有 
重根. 

例 5 若《是/〃(％)的一个 A 重根，证明 a 是 

g(x)= % 2 a [/’ ( 欠 ) + / {a)~\~f{x) + f(a) 

的 k ~\~3 重根. 

证 因为 

g Z ' U )- 士 [/’ U )-/’ U )]， 

g\x)=^f (x). 

而 a 是 f ’"（ x ) 的 k 重根，所以 a 是 g "0) 的 k ~\~ l 重根. 

又由知，若 a 为 g ( a ;) 的 f 重根，则为 
的广1重根，为 g \ x)^J t ~2 重根•由广 2 = A ：+1 知，《为 
g (%) 的 i +3 重根. 

例 6 证明： 撕是 / U ) 的 A ： 重根 ㈡ f(xo )=/ (xo 户…二 
/ a_1) (^0 )=0 ， 而广 ） （％。 )^0 . 

证 必要性若如是/(%)的 A ： 重根，则％。是/ ^ O ) 的 k—1 
重根，依次递推，知撕是 / M) U ) 的单根，但不是广 U ) 的根，所以 

f(xo )=/(xo ( 抑 )=0 ， / k) (xo )^0. 

充分性由 / a_1) (%0 )=0 ，广） u 。)7^0 知％。是 广 _1 ) U ) 的 
单根;又由 f a ~ 2 \xo )=0 知撕是 f a ~ 2) U ) 的2重根;依次递推， 
知％。是 /( % ) 的 A : 重根. 

例 7 举例说明断语“若 ex 是 / (%) 的 w 重根，则 a 是/ (%) 的 
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nr \~ l 重根”是不正确的. 

解例如 /(%)=% m+1 — 1，有 / ( x )= r Jj r i xm •显然 x = 0 是 

/(%)的 m 重根，但不是/(%)的根. 

事实上，仅当/(%)的 m 重根同时为/ (%)的根时，它是 fix ) 
的 m + 1重根. 

例8证明 :若 (％ — 1) |/(/)，则 （/ 一 1) 1/(/). 

证因为 u — i ) |/ u n )， 所以1是 /(/) 的根•由 /( r)= 
/(1)=0，得（％—1) |/ U)， 故存在多项式 gU)， 使得 f ( x ) = 
(%—1) 〆 ％)， 于是 / (7) = (7 — 1)贫（7).令7=/，即 f ( x n ) = 
( x n —1 ) g ( x n )=^( x n — 1 ) \ f ( x n ). 

例 9 证明 :若 O 2 十 ％+l) |/i ( a ; 3 )+%/2 (% 3 ) ，则 

( x—l ) |/i ( x ) , ( x ~ l ) I/2 ( x ). 

证 % + x ~\~ 1 的两个根为 

a= ( — 1+^i )/2 , P= ( — 1 ~ \f3i)/2 . 

因为 x 3 ~ 1 = (x ~ 1 ) ( a ; 2 + x~h 1 ), 

所以 cx 3 = P 3 = 1 .又 

x 2 %-\~ 1 = (%—a)“一 P) ， 

且 O —a)(A； —P) |/l (A； 3 )+ A；/2 (A； 3 ), 

所以 f/ 1(d3) + a / 2(a3)=0 ’ 即 /l (l)+o/2 (1)=0’ 

1 /l ([? )+ P /2 ([? )=0 ， /l (1 )+ P /2 (1 )=0 . 

解得 /1 (1 )=/ 2 (l )=0 ，从而有 

(x—l ) l/l (^) , (%— 1 ) 1/2 (%) • 

例 10 求多项式/一 1 在复数范围内和在实数范围内的因 
式分解 • 

解设 e^ = cos ^^+isin ( k =0 ,1 ,••• 1 ). 

n n 

因为 / 一 1 在复数域内恰有 ai 个根 u ( k =0 ,1 ，•-- ，n—l ) ，所 
以/一1在复数域上的因式分解为 
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X n 一 1 = (x~l )(%—S )(% —已 )••• (x~Zn-l ). 

在实数域上，由于& = ，所以 


^k~T £t = 2cos 


2 kn 

n 


是一个实数.又由于 

(©t + ^n-k f — 4=4cos 2 — 4<C0 (k = 0 ， 1 ，…， n — 1 ) ， 

n 

故％ 2 -(^+^- k ) x + l 是实数域上的不可约多项式. 

当 ri 为奇数时，有 

X 1 — 1 — (x~l ) \_X —(S + 匕 -1 )%+1]*'*[ X —+ )%+1] 

= (x~l )| x - 2xcos ^+l| x -2%cos ( n 几 1) 兀 +1) 

re—1 

= (x~l) JX ( x - 2%cos 1) • 

当 ri 为偶数时，有 

x n ~1 — { x ~ l ){ x ~\- l )\_ x 2 — (q + e„-i )%+1]… 

[ X —( £^ + £ 宁） ^+l] 

n—2 

=(x^l ) (* + 1) JX Zxcos^^+l . 

t=l n 

例 11 求下列多项式的有 理根： 

(1) % 3 —6* 2 + 15 x — 14 ; 

(2) ix —7* 2 — 5%—1; 

(3 ) x + x —6 x 3 一 14* 2 —11%—3 . 

解 （1) / U ) 是首项系数为 1 的多项式，因为是整系数，故若 
有有理根，必为整数根，且为常数项一 14的因式，即可能是±1， 
±2，±7，±14 .又由/(2 )=0 知，2是 / U ) 的有理根. 

经验证，2是/(%)的单根. 

(2) / U ) 的首项系数是4的多项式，故 / U ) 的有理根化为既 
约分数后，分母必为4的因式，分子为常数项一 1的因式，即可能 
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是±1， 士古，士士 .又由 /( =0 知，一古是 / U ；! 的有理根. 

经验证， — I 是 /( 幻的二重根. 

(3) 同题（1)、（2)，/(%)有理根的可能值为±1，±3.由 
/( 一1 )= 0，/(3 )= 0知， 一 1，3是 /( x ) 的有理根. 

经验证，一1是 /( x ) 的4重根，3为 / U ) 的单根. 

验证一般用综合除法进行. 

例 12 证明： 不能有不为零的重数大于2的 
根. 

证 / ( a ; )— x nJ r ax n ~ m ~\~b ^ 

{ x ) = nx 十 a(n — m)x = x \_nx ~r a{n — m )」. 

^ g ( x )= nx m -\~ a { n — m ) M \ g { x )= mnx m 1 .M g (%) 没有不等 
于零的重根，从而 / U ) 不可能有不为零的重数大于2的根. 

例 13 证 明：若 / U )|/(/)， 则 /“） 的根只能是零或单 
位根. 

证 若 CC 是/(%)的根，则由/(%) 1/(/)，知 0： 也是 /(/) 的 
根，从而 /( cc n )=0 ，故 a n 又是/(%)的根.如此继续，则知 cc ，0： n ， oT ， 
…都是/(%)的根. 

若/(%)是 m 次多项式，则/(%)最多只能有 m 个不同的根， 
即存在正整数 £> Z ， 使得 

/ = /，即 a Z ( a " _ n / - l )=0, 

故 a 或为零或为单位根. 

例 14 若//(%)|/(^;)， 证明： /(%)有 n 重根，其中 
证设 / U ) 所有互不相同的根为^ #，•••，&，其重数分别 

为7711 ,7722，… ， TTh ，贝 l | 

nu mz • 9 ~\~ m.s = n —1 . ① 

因为 f ' ( X 、 1/(%)，故03， os ，…， a 也是/ (%)的根，重数分别 
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为 ，W2 + 1 ，… ,ms + 1 ，贝 ll 

(mi +1 )+ ( 7712 + 1 )+••• + ( 7715 + 1 )— n . ② 

比较式①、式②得 n ~ s = n — l ^^ s = I •所以，/ (%)只有一个根 cc， 
是 n ~ l 重根，从而 ex 是/(%)的 n 重根. 

例15 设 oi， ge ，… ，&是 n 个不同的数，而 

F(x) = (x — CR )(x — 02 )•••(% — On ). 


证明 = 


(2) 任意多项式 /U) 用 FU) 除所得的余式为 


F(ai)F(x) 
(x — (u)F^ (ai) 


证 (1) 因为 


但是 


= (x — ax )•••(% — cu-\ )(x — cu+i )•••(% — an ), 

X _ cu 

F (x) = (x — az )(x — ob, )•••(% — an )+ (x — ax )(x — m )••• 
(x — On )+ (x — ax )(x — az )•••(% — On-i ), 
r (cu )— (cu — ax )••• (cu — cu-i )(cu — cu+i )••• (cu — an ), 


所以 


F(x) — (x — a )•••(% — di-\ 、（x — cu+i )•••(% — an ) 
(x — cu )F (a ) (a — a ).“（a — cu-\ )(a — cu+i )••• (ct — an ) 


用反证法.若 ^ “ f 、 — 1 乒 o ，则其次数不大于 

7^1 KX 一 cu)t {cu ) 

n -1 .但要有 ri 重根是不可能的，故必有 

y' _ F ( x ) _ = 1 

l^i ( x ~ ai ) F ^(( n ) • 

(2) 令 rU)= g (/ 丄: ffid) ，则多项式 /(%) — Kx) 有 

根 cu ，《2，…，，从而 F ( x ) \ f ( x )~ r ( x ). 

设 f ( x )~ r ( x )= F ( x ) g ( x ) 9 
则 f ( x )= F ( x ) g ( x )~\~ r ( x ), 

其中 K%)=0 或者 a(K^))〈n， 即 r ( x ) 为 八％)除/(%)所得的 
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余式. 


例16 设 CB ， CE ，••• ， o ■与 ) 同例15，&，&， …上 是任意 
n 个数，多项式 


L ( x )= Yj 

i= 1 


biF ( x ) 

(x ~ cu ) F ( cu ) 


适合条件 Lieu )=bi ( i=l ,2 ,••• 9 n ) ，则上式称为 拉格朗日插值公 
式 .利用上面的公 式求： 


(1) 一个次数小于4的多项式 / U )， 它适合条件/(2)=3, 
/(3)=1，/(4)=0，/(5)=2; 


(2) 一 个二次多项式/( X )，它在 x =0 ，7：处与函数 sinx 
有相同 的值； 

(3) —个次数尽可能低的多项式 / U )， 有/(0)=1，/(1)= 
2，/(2 )=5,/(3)=10. 

解 （1) 在例 15中，取 n =4 ;oi = 2 ，ff = 3， ffi =4 ，ffl = 5 ; fo = 
3 ，fe = — 1 ，k = 0， Im = 2 ; F ( x )= ( x — 2)(% — 3 )(% —4)(% —5 ) ，则 
求得多项式 

r ( x _ j ( 、— 3(% — 3 )(x — 4 Mx — 5 ) — (% — 2 )( % — 4 )(x — 5 ) 
(2—3)(2—4)(2—5) — (3—2)(3—4)(3—5) 

\2 (x — 2 )( % — 3 )( % — 4 ) 

(5 —2 )(5—3 )(5—4) 

= _X 3 ,17 2_203 ， A9 

3 X + 2 X 6 x+42 - 


(2 ) 取 n = 3 ；cu = 0， a2 = 号 = tc ；bi = 0 — 1 ,fe = 0 ； F(x ) 


= U — 70,则求得多项式 

(X 一 0)(1 一 TC ) 


f { x )= L { x )=] 


A 


丌 


-o 


丌 


x(x — TC) • 


(3 ) 取 n = 4 ；ai = 0 ,02 = 1 , ge 3 — 2 , oi = 3 ； b \ = l ?fe — 2 ,fe = 5 , 
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& —10 ^ F ( x )= x ( x~l )( a ; — 2)( a ； — 3 ) ，则求得多项式 

r ( \ = j ( 、— — 1 — 2 M % — 3)_|_ 2 x (% — 1 )(% — 2)( x — 3) 

% ( 0 — 1 )( 0 一 2 ) ( 0 一 3 ) -^ ( %一 1)(1 — 0 ) (1 — 2 ) (1 — 3) 

I 5 x ( % — IK i — 2)( x — 3 ) 

( x ~2 )(2— 0 )(2— 1 )(2— 3 ) 

I 10 x ( x — 1 )(^ — 2)( % — 3) 

( x ~3 )(3 —0 )(3 —1 )(3 —2) 

=% 2 ~\~1 . 

这是满足条件的最低次多项式.因为一次多项式 g ( x )= M +6 不 
可能有 g(cu )— bi ( i — 1,2 ,3 ,4 ). 

例17 设 / U ) 是一个整系数多项式，证 明:若 /(0)与/( I ) 
都是奇数，则 / U ) 不能有整数根. 

证 用反证法.设整数 a 是 / U ) 的根，则 U — a ) |/ U )， 即 
f ( x )= ( A ； — a ) 〆 ％) ，可以证明 ， g ( a ;) 也是整系数多项式•将 x =0 
与 代入 /(%)= O — a ) gO ) 得 

/(0)=—_)，/(1)=(1—咖 (1). 

由于/(0)，/(1)都是奇数，则 a 与 a - 1都应为奇数，但这是 
不可能的，故 / U ) 没有整数根. 

例18 证明： 多项式 /( 幻除以 ax~b ( a #0) 所得余数为 

/( 亡 j ，并求出 /(%)=8 a; 3 + 9 除以2%+3所得的 余数. 

证设 / U ) 除以 m —6所得的商及余数分别为 gU ) 和/•，则 

f ( x ) = ( ax — b ) q ( x)~r r . 

令％，得 上= r . 

将 /(%) = 8 a; 3 + 9 除以 2%+3 时， a = 2，6= —3，故 

r = f [ -|-j =8 —音 +9=-27+9=-18. 

例 19 证 明:若#±1 是整系数多项式 / U ) 的整数根，则 
/(I )/( a - l ) ，/(一1 )/(^1) 都是整数. 
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ijE 设 / (a ； )— OaX n ~\~ dn-\ X n 1 + •••+ ax X~\~ O ), 

其中 O)，OL ，…， On 都是整数. 

因为 u — a) l/u)， 则有 

/ (x)= (x — a)(bn-i x n 1 + bn-2 x n 2 + •••+61 x~\~bo ). 

展开后比较系数，得 

bn~l == On ， bn~2 == dn~\ \ (lbn—1 ， •“， bo ：= CH dbl . 

由于 a)，oi ，… ，o« 都是整数，故 &，6i，•••，& 也都是整数，所以 

f ( 1 ) — (1 —— a)(bn-i-\-bn-2-\-* 9 *-\-bi~\~bo ) 
a~l a—1 


—— bn—l — bn-2 —…一 bo 

是整数.同样 

/(—I) (― 1—a)[fci-i (― iy— 1 +6^-2 (—i) ra-2 +•••+& (—i)+fo] 

arhl crhl 

也是整数. 


第五节有理系数多项式 
多元多项式对称多项式 

主要内容 

1 . 如果 一 ■个非零的整系数多项式 g{x)= bnX nJ r bn-i x n 1 + 
… +fc 的系数 b„ ,bn-l ，•••，& 没有异于 ±1 的公因子，也就是说， 
它们是互素的，则 ) 称为一个 本原多项式. 

2. 高斯 ( Gauss ) 引理 两个本原多项式的乘积还是本原多项式. 

3 .定理1 若一个非零的整系数多项式能够分解成两个次数 
较低的有理系数多项式的乘积，则它一定能分解成两个次数较低 
的整系数多项式的乘积. 

推论设/(%)， 〆 ％)是整系数多项式，且&(%)是本原的.若 
/ U )= gU ) W %)， 其中 /! U ) 是有理系数多项式，则—定是 
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整系数的. 

4 .定理 2 设 

f(x)= (hx nJ r a.-i x n 1 H - h ao 

是一个整系数多项式 ， r A 是它的一个有理根，其 中； • ^互素，则必 
有.特别地，若 / U ) 的首项系数0 > =1，则/“）的有理 
根都是整根，且都是 ® 的因子. 

5. 定理 3( 艾森斯坦 (Eisenstein ) 判别法）设 

f(x)= ax ™ + Oi-i x n 1 H - h ao 

是一个整系数多项式，若有一个素数 p ，使得 

(1) pYai •, (2) p \ an-i , a,-2 ，…， CP ; (3) p'^ai . 

则 / U ) 在有理数域上是不可约的. 

6 .设戶是一个数域，;，*2，…，是 n 个文字，则形如 
axi 1 x2 z " m 'Xn n (aG P,ki ,h ,••• ,kn 为非负整数） 

的式子，称为 一个单项式 . 

一 些单项式的和 

\ 飞 k' lcf\ k 

/ j %2 2 • ••%//* 

， A；2 ，…，灸 

称为 ri 元多项式 (或 多项式 ）. 

定义 1所有系数在数域/ 1 中的《元多项式的全体，称为数 
域尸上的 re 元多项式环 ，记为 P\_xi ,%2 • ,Xn~\. 

7. 关于字典排列法，有 

定理 4 当 f (.XI ,X2 ,••• , Xn )^0 ,g(xi ,X2 ,••• ,Xn )尹0时，乘 
积 f(xi ,%1 iXn )g(xi ,X2 ->Xn ) 的首项等于 f(xi ,X2 ,, Xn ) 

的首项与 g(.Xl ,X1 ，-，知） 的首项的乘积. 

推论 1若 /#0 ， i=l ， 2，."，/nJlj 的首项等于每 

个首项的乘积. 

推论 2 若 /( X\ ， OCl 9 * * * 9 Xn )乒0 ,g(xi 9 X2 9 * * ♦ 9 Xn )尹0，则 

fixi ,X2 ，… ,Xn )g(xi ,X2 ，… ,Xn )y^0 . 

8 . 若多项式 
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/ (xi <,X 2 ,••• y Xn ) — 2^i 

k-^ ，灸 2 ，•_• ,k n 

中每个单项式都是 m 次的，则将此多项式称为 m . 次齐次多项式. 
两个齐次多项式的乘积仍是齐次多项式. 

9 .定义2 «元多项式/(%，…，％„)，如果对于任意的；，）， 
r < y ^ re ，都有 

f(xi ，… ^Xi ，… yXj ，… jXn )= f( XI ，… ,Xj ，… ,Xi ，… ,Xn), 

则称此多项式为对称多项式. 

对称多项式的和、积及对称多项式的多项式还是对称多项式. 

Gi = XI %2 + •*•+ Xn , 

0^ = XI X2~r XI %3 + •••+ Xn-l Xn , 


On = XI X2* 99 Xn , 

称为初 等对称多项式 .任一对称多项式都能表成初等对称多项式 
的多项式. 

10. 对称多项式基本定理 对于任意一个 ri 元对称多项式， 
存在唯一■的 ra 兀对称多项式 < p(yi , y2 ,••• ， y »)， 使得 

f(xi 9 X 2 ,••• 9 Xn )= <P(Ol ，⑦ ，•••，(?《)• 

疑难解析 


1 .求有理系数多项式 /( x ) 的有理根有哪些步骤？ 

答 一般步骤 如下： 

(1) 化 / U ) 为整系数多 项式； 

(2) 由首项系数&与常数项 oo 写出全部待验有理数 g/p ，其 
中 p 为〜的正因子 ，(/ 为 ® 的因子，且互素； 

(3) 计算_与^^，放弃不同时使为整数 

p—q p 十 q p—q p 十 q 

的待验有理数4; 

p 

(4) 对余下的有理数用综合除法逐一验证. 
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2 .用艾森斯坦判别法判 别一个 整系数多项式 /(X) 在有理数 
域上是否可约，要注意哪些问题？ 

答 要注意以下 问题： 

(1) 用来检验的数必须是素数. 

(2) 艾森斯坦判别法是判别整系数多项式在有理数域上不可 
约的一个充分条件.当所有条件都满足时，才能判定不 可约; 当条件 
有一条不满足时，不能下任何结论，只能考虑用其它方法来判别. 

事实上，有时要对多项式进行变换后再判别.如 /(%)=%*- 
x + 3 x 2 ^7 x +10 经过变换％= y + 1，化为 < P(y )= /( y + 1 )= y 
+ 3 y 3 +6 y 2 + 6 ，取 p =3 ，则由艾森斯坦判别法知 ，9( y ) 在有理数 
域上不可约，即 / U ) 在有理数域上不可约. 

对次数不小于2的有理系数多项式，如果没有有理根，只能说 
它没有一次因式，可能还有别的因式，故不能据此断言其不可约. 

3. 用字典排列法将多项式表示为对称多项式 的一般 步骤是 
什么？ 

答 字典排列法也称逐次减去首项法，其一般步 骤是： 

(1) 找出首项 OiXl 1 X ^" i Xn '， h；k 屢…■， 

(2) 写出 <pi :<pi = Ontjf 1 1,2 ce z i:s … c^i 1 d," •, 

(3 ) 作 /i =/—9 i ，并化简. 

(4) 再对力继续步骤 (1 )、（2) ，如此反复，直至 

fk == fk _\ —弘 =0 ， 

则 /= +私 . 

4. 用待定系数法将对称多项式表为初等对称多项式 的一般 
步骤是什么？ 

答 （1) 根据/的首项指标组，写出所有可能指标组.指标组 
Ua ,h tkn ) 必须满足: 

前面的指标组先于后面指标组.若/为齐次 
多项式，指标组 （ Ai ， fc ，…， L )必须满足 fc + fc +…+ L = deg / 
( cleg 表示次数）. 
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(2) 由指标组 （ fo ， fc ，…， L ) 写出对应的 cj 的方幂的乘积 

.七 1-. 

(3) 由所有这些方幂，写出所求多项式的一般形式，其首项系 
数即为/的首项系数.其余各项系数用4 ， fi ，(:，…代替. 

(4) 以适当的 x ; ( i = l ，2，…， n ) 值代人 (2) 中所得表达式，得 
到一个关于4 ， fi ，(:，…的线性方程组，解此方程组即求得4 ， fi ， 
C ， …的值. 


方法、技巧与典型例题分析 

求多项式的有理根(上节例 11) 必须按疑难解析1的步骤进 
行，否则将出现错误. 

例1 求多项式 f ( x )= x i 一 5 x 3 + 11 x 2 ~16 x ~\~12 的有理根. 
解 / U ) 是首项系数是1的整系数多项式，故其有理根均为 
整数，且均为常数项12的因子，有±1，±2，±3，±4，±6 ，士 12 . 

/(I )=3 ，/(一 1 )=45 ，故±1不是 /( x ) 的有理根.计算 
与得，《= ±2，4时为整数. 

丄十 a 

应用综合除法于«=2,-2 ,4检验 


1 

-5 

11 - 

-16 

12 






2 

-6 

10 

-12 

-2 

1-13 4 

1 -1 

3 

1 

一 3 

2 

5 

-6 

6 

0 


-2 6 

4 

12 

1 

一 1 

2 

3 

2 

0 



1 一3 9乒0 

1 3 

15乒0 

1 

1 

5^0 








所以2是 / U ) 的二重根，一2，4不是有理根. 

例2 求出所有使 f ( x )= x 5 + mx + l 在有理数域上可约的 
整数 m . 

解 分有和无有理根情形 讨论： 

(1) 若 / U ) 无有理根，则 / U ) 必可分解成一个三次多项式 
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与一个二次多项式之积，即 

f ( x ) = ( x 3 ~\~ ax 2 + bx ~\~ 1 )( a ; 2 + cx ~\~ 1 ) , ① 

或 f ( x )= ( x 3 + ax 2 ~^ rbx~l )( x 2 cx~l ), ② 

式中 a ，6， c 均为整数.展开式①，经比较得 

ar\~c = 0 , ac+6+l— 0 , crh bc~\~ 1 — 0 , 6+ c = m , 

解得 a = —1,6=0 , c=l , m=l •展开式②，经比较得 

a+ c= 0 , ac+6 — 1 —0 , 一 crhfec— 1 = 0 ， 6+c= ~m , 
没有整数解. 

(2) 若 /u )有有理根，则 /(I )= 0或 /(— 1 )= 0， 

当 /(I )=1+ 肌 +1=0 时 ^^^1=— 2. 

当 /( —1 )= 一1+ m —1=0时 ^^^1=0. 

综上所得，知肌=0，1，一2时，/(%)在有理数域上可约. 

例3 下列多项式在有理数域上是否可约？ 

(1) % 2 ~\~1 ； 

( 2 ) x - 8 x 3 -\- 12 x 2 -\~2 ； 

(3 ) x 6 x 3 ~\~1 ； 

(4) / + ，p 为奇素数； 

(5) % 4 +4 A ：%+ l ， A ： 为 整数. 

解 可以用疑难解析1中因式法讨论，也可以用疑难解析2 
中艾森斯坦判别法讨论. 

(1) 因为常数项只有两个因式±1，而±1都不是 V + 1 的根， 
所以 / U ) 在有理数域上不可约. 

(2) 取素数 / >=2，则 2>1 ，2卜8，2 |12，2 |2，但2 2 卞2，故由艾森 
斯坦判别法知 ，/ U ) 在有理数域上不可约. 

(3) 作变换 x = y + l 代人 fix ) ，化为 

9( y )~/( y ~^ l )— y 6 + 6+15 j 4 + 21 y 3 +18 y 2 + 9 y + 3 . 

取 /)=3 ，则 3>1，3 |6，3 |15，3 |21，3 |18，3 |9，3 |3 ，但 3 2 小 3 ，故由艾 
森斯坦判别法知 ， <P(y) 在有理数域上不可约.从而 / U ) 在有理数 
域上不可约. 
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(4) 作代换 x= y— 1代人 /(x) ，得 

<p( y )= yP — - 一 G — 2 y 2 + (C — 1 + p ) y~p , 

因为 p \ C ；, i = l , 2 ，…，/>一1，所以由艾森斯坦判别法知， <p(y) 在 
有理数域上不可约，从而 /U) 在有理数域上不可约. 

(5) 作代换 x = y+1 代人/(%)得 

( p ( y ) = y + 4 y 3 +6 y 2 + (4A+4 )y+4A+2 . 

取 P =2 ，则2卞1，2 |4，2 |6，2 |4A+4,2 |4A+2 ，但2 2 卞 (4A+2) ，故由 
艾森斯坦判别法知 ，g(y) 在有理数域上不可约，从而 /U) 在有理 
数域上不可约. 

例4 f ( x )= x * ax 3 ~\~ bx + cx + d 是有理系数多项式，证 
明:若/(%)没有有理根，贝 1 J 

fix ) 在有理数域上可约@存在有理系数的二次多项式〆 x ) 
及一次式或常数 h ( x ) ，使得 f ( x )= g 2 ( x)~li ( x ). 

证充分性是显然的. 

必要性设 /U ) 在有理数域上可约，因为 /U ) 没有有理根， 
则必有 

f ( x )= ( x 2 a x ~\~ bi az x ~\~ fc ) , a. ,6, (i= 1 ,2) 为有理数. 

从而有 


/( x )= g (x)~li (x) 


fli + 02 I + fe ] cn 一 ce I hi 一 bi 

o x~r n n x~r 0 


例 5 若有理系数多项式 /U) 有无理根 d L 其中 aU 
是有理数， d 是无理数，6尹0,证明： d 也是 / U ) 的根. 

证 ^ g-( x )= [* — ( ar\- b d)][x — (a— 6 d )] 

=x —2 ax+ a 2 — ab 1 ， 

则 / U ) 与 〆 ％) 都是有理系数多项式，它们的最大公因式也是有 
理系数多项式.从而 / U ) 与 gU ) 或者互素，或者有最大公因式 
.因为 f (x) 与 g ( x ) 有公共根 a+b 不互素，所以必有最 
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大公因式 g (^) ， 即 g(x) \ f(x) ， a—6 ⑤也是 / (a;) 的根. 

例 6 用初等对称多项式表出下列对称多 项式： 

(1 ) XI X2 + XI X2 + %1 + XI X3 + X2 X3 X2 X3 ； 

(2) ( xi~r X2 ) ( AJ1 + %3 ) ( + %3 ) ； 

(3 ) (xt ~X2 f (xi ~X3 f (X2 ~X3 f ； 

x 2 2 I 2 2 I 2 2 I 2 2 | 2 2 | 22 

(4 ) a;i X2 ~r xi xs ~r xi xa~t X2 xz ~r X2 xa~t X 3 xa ； 

(5) (%1 %2 +%3 )(%2 %3 +)(%3 %1 + ); 

(6 ) (xi~r X2~\~ xi X2 )(x2~\- XS~r X2 X3 )(%1 + %3 + %1 %3 ) . 

解用字典排列法或待定系数法均可.字典排列法步骤见疑 
难解析3，待定系数法步骤见疑难解析4 . 

(1) 因为 / U ) 的首项为 XI XI cpi = Gi~ l d~° 03 = 010^ ,JillJ 

/l =/ _ 9 1 = ( XI X2~\~ xi X2~\- xi XS~\~ XI X3~\~ X2 XS X2 X3 ) 

— (xi~r X2~r xs ) ( xi X2 xi xs %2 xs ) 

==: 3 XI X2 X3 == 3(^， 

所以 /=/i + = cn — 3 os • 

(2 ) f (x) = %1 + A ；1 %3 + A ；1 %2 + 2 XI X2 X3 XI xl~\~ X2 X3 + 

%2 xl ，作 <pi = a _1 ( i _0 (^ = 01 ai ，贝 lj 

f\ = f — 9 1 ~ — XI X2 X3 = — Oi y 

所以 /=/l +9 l — C 31 ® 一 OS . 

(3 ) f(x)= (xi ~X2 f (xi ~X3) 2 ( X2 —X3 f 是一个六次齐次 
多项式，写出所有从首项开始的所有六次指数组及对应的初等对 
称多项式方幂的乘积，并列表1 - I 如下. 


表 1-1 六次指数组及对应的乘积 


指数组 

对应的方幂乘积 

4 2 0 

4-2 2-0 0 — 2 2 

(71 (72 05 — 01 <31 

4 1 1 

4-1 1-1 1— 3 

(71 Ol 0B 一 01 Gi 

3 3 0 

3-3 3-0 0 — 3 

G\ OZ Oi — Ol 

3 2 1 

3—2 2—1 1 

01 - OL ⑦ = (31(S ⑦ 

2 2 2 

2-2 2-2 2 — 2 

01 Ol 05 —— 0(3 
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设 f= d d ad 03 bd cgi az d(k ③ 

为恒等式•赋泊 ，尨，泊 以特定数值，经计算得表 1-2 如下 所示。 


表 1-2 计算结果表 


XI 

X2 

^3 

01 

02 

GS 

/ 

0 

1 

1 

2 

1 

0 

0 

1 

1 

-1 

1 

-1 

-1 

0 

1 

1 

-2 

0 

—3 

-2 

0 

1 

1 

1 

3 

3 

1 

0 


将结果代入式③，得 

0=4+6, 0=1— a — b~\~ c~\~ d , 

0=— 27 b +4 d ，0=81+27 crh 276+9 c + d, 

解得 a= —4 , b= —4 , c =18 , d= —27 . 

从而 /= d d — id as — 4 d + 18 oi ai css — 27 d . 

(4) /的首项是 d ，为四次齐次多项式.写出所有从首项开 
始的四次指数组及对应的初等对称多项式方幂的乘积，列表 1-3 
如下所示. 


表 1-3 四次指数组及对应的乘积 


指数组 

对应 ® 的方幂乘积 

2 2 0 0 

2—2 2—0 0 0 — 2 

01 Ol OB — Ol 

2 110 

2-1 1—1 1—0 0_ 

(71 02. Gi Gi —— (71 

1111 

1-1 1—1 1—1 1 

01 02 . os m = (R 


设 /= d + aoi ck + , @ 

赋 ，%2，%3，%4 以特殊值，计算得表1 - 4如下所 7 K . 

表 1-4 计算结果表 


XI 

X2 

尤 3 

XA 

0 ! 

02 

03 

Oi 

f 

1 

1 

1 

0 

3 

3 

1 

0 

3 

1 

1 

1 

1 

4 

6 

4 

1 

6 


代入式④，得 
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3=9+3 a, 6=36+16 a~\~b , 

解得 a= —2 ,b=2 ，从而 

f = d — 2cn ai +2® . 

(5) 将 / 展开，得 

r — 2 2 2 I / 2 I 2 I 2 、 

J = XI X2 X3~T { XI X2 X3 ~T XI X2 X3 ~T XI X2 XS ) 

I / 2 2 I 2 2 I 22、 I 

~r {xi X2-\~ xi X3~r %i %z )~r x\ X2 xz 
=d + OS )+/l + Cb , 

其中 Xl~\~ X2~\~ X3 — (XI X2 X3 ) 2 — 2 ( A；1 + XI X3 X2 Xs) 

=d — 2a , 

而 fl = XI X2~h XI X3 + xl X4 是首项为 XI xl 的四次齐次多项式，用 
相同的方次，列表 1-5 如下所示。 

表 1-5 四次指数组及对应的乘积 



代入 /i 得 3=9+3 a ， 解出 a = —2 ，即 /i = d ~2a ai •于是 
f= d + cs (cs 一 2oi )+ oi — 2ai cs + . 

例 7 用初等对称多项式表出下列〃元对称多 项式： 

(1 ) XI ； (2 ) Xl X2 X3 ； 

(3) y] Xl xl ； (4)2 Xl xl X3 X4 . 

c X] … 士 表示所有由 ^ 1 # … 4 经对换得到的项的和） 

解 与例 6 相同，用待定系数法 . 

(1) 列表 1-7 如下 所示 . 
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I f = o\ + ad oi bd ~\~ coi Oi~\~ dck ， 

Ul ，- 以特殊值，计算得表 1-8 如下所示. 

表 1-8 计算结果表 


分别代入式⑤，得 

2= b , 2=16+4crhfe, 3=81+27 crh96+3c, 4=46+ d , 
解得 a= — 4 ， b=2 ， c=4 ， c?= —4 •所以 

2 xi = — 4ai cs + 2d + 4oi a3 — 4ca . 

(2) 分情形 讨论： 

当 n =3 时， 

/j XI X2 X3 = XI %2 %3 (XI + %2 + ) — Ol OS ； 

当打>4时， / 首项为％? A ；3 ，列表 1 _9 如下所 7 K . 


表 1-9 指数组及对应的乘积 


指数组 

对应 ® 的方幂乘积 

2 110 0 — 0 

0\ Oi 

11110 — 0 

Ch 







设 /= a (^-\~ aOi •赋值 A；1 = %2 = %3 = %4 = 1，％5 = •••= Xn = 0 ，得 01 

= 4 ，(^ = 6 ,(73 = 4，m = l ，/ =12 ，代人 / 得式 12=16+a •从而 

f = a a — 4：ck . 

(3) 分情形讨论： 


当打 = 2 日寸， 2 x\ X2 = XI X2 = ^ 

当 n=3 时，由首项，列表 1-10 如下所示. 


表1 

10指数组及对应的乘积 

指数组 

对应 ( S 的方幂乘积 

2 2 0 

d 

2 1 1 

01 03 


设 /= d + aoi • 赋值 幻 =%2 = 泊 =1 ，得 （?1 =3，⑦= 3= 1，/= 
3 . 代入 / 式得 3= 9+3 a ， 解出 a=—2 .所以 

f= (J — 2(51 css . 

当 n>4 时，由首项，列表1 -11 如下所示 • 


表 1-11 指数组及对应的乘积 


指数组 

对应 ® 的方幂乘积 

2 2 0 0 — 

0 


2 1 1 0 … 

0 

01 (73 

1 1 1 1 … 

0 

Oi 


设/= d 聲 aca as + 6c» •赋 ％i ，%2，•••，以特殊值，得表1 -12 如下 
所示. 

表 1-12 计算结果表 


XI 

X2 

无 3 

X4 •• 

Xn 

01 

az 

OB 

Ch 

f 

1 

1 

1 

0 •. 

•• 0 

3 

3 

1 

0 

3 

1 

1 

1 

1 •. 

•• 0 

4 

6 

4 

1 

6 


代人 / 式得3= 9+3 a ，6 = 36+16+6,解出 a = — 2,6=2,所以 

f= d —2 a 03 +2® . 

(4 ) 当几= 4时，/ = 2 XI xl XS X 4 = (51 a ； 
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当 打 =5时，由首项％? aJ %3 %4，列表 1-13 如下所 7 K . 


表1 

13指数组及对应的乘积 

指数组 

对应 a 的方幂乘积 

2 2 110 

(31 Gi 

2 1111 

01 05 


/— a ~\~ aai a .Wfi ^1 — a ；2 = ^3 = a ；4 = %5 = 1cn =5 ,c^ = 
10，® = 10，m = 5，a =1，/=30 •代入 / 式得 30=50+5a ， 解出 a 
= — 4 ，& f = ol a — 4 ai a . 

当 时 ，由首项 d aJ %3 %4 ，列表 1 -14 如下所 7 K . 


表 1-14 指数组及对应的乘积 



指 


数 

组 


对应 ffi 的方幕乘积 

2 2 

1 

1 

0 

0 … 

0 

oi a 

2 1 

1 

1 

1 

0 … 

0 

01 03 

1 1 

1 

1 

1 

1 … 

0 

0 B 


设/= a a + aoi as + 6 a . 赋值、列表1 -15 如下所 7 K • 

表 1-15 计算结果表 


XI 

X2 

^3 

X4 

^5 

尤 6 •. 

Xn 

ai 

ai 

OB 

Oi 

03 

0B 

f 

1 

1 

1 

1 

1 

0 •• 

•• 0 

5 

10 

10 

5 

1 

0 

30 

1 

1 

1 

1 

1 

1 •‘ 

•• 0 

6 

15 

20 

15 

6 

1 

90 


代入 /式得 30=50+5 a ，90=225+36 a +6, 解出 —4，6=9，所 
以 


f = 02 (51 _ 4 01 C 3 B +9(35 . 

例8设03 ， 02 ， os 是方程 5 a ; 3 —6 x Zj r 7 x ~8=0 的三个根，计 
算 

(co + ai 02 H - 02 )(d _ l _ 020s _ Kos )(ca 4 ~aios + os). 

解由根与系数的关系可以得出 

ai H - os H - os — , coce + aios + osos — , ca os os = . 
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再化对称多项式 

/= ( XI XI X2 -{- X2 )(%2 + X2 X3 + X3 XI X3 X3 ) 

为初等对称多项式的多项式.由首项列表 1-16 如下所示. 


表 1-16 指数组及对应的乘积 


指 

数 

组 

对应 a 的方幂乘积 

4 

2 

0 

2 2 

01 GZ 

4 

1 

1 

d OZ 

3 

3 

0 

d 

3 

2 

1 

01 GB 

2 

2 

0 

2 

as 


设 f = d ad 03 ~\~ bd ~\~ coi oz as ~\~ dd . ⑥ 

赋值计算，得表 1-17 如下所示. 

表 1-17 计算结果表 


x\ 

X2 

尤 3 

01 

ai 

as 

f 

0 

1 

1 

2 

1 

0 

3 

1 

1 

-1 

1 

-1 

-1 

3 

1 

1 

-2 

0 

—3 

-2 

27 

1 

1 

1 

3 

3 

1 

27 


将结果代入式⑥，得 

3 = 4+6 , 3 = 1 — a — b~\~c~\~ d , 

27=—276+4 c? , 27=81+27 cr\~ 27 b~\~ 9 c~\~ rf, 

解出 a = — 1，6 = — 1， c = 0， d = 0 ，所以 



令 ％i = ca y x 2 = 02 ，抑 =ce ，贝 U cn =6/5 ，⑦ = 7/5 ， os =8/5 ，于是 

(caH - oa 02H - 02 )(d _ l _ 020s _ l _ os )(co _ hai os 4 ~os ) 

= dd — ai Oi — cl = — 1 679/625 . 

例 9 证明 ：三 次方程 x 3 ~\~ ax x 2 ~\~ x ~\~ cb =0 的三个根成等 
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差数列的充分必要条件是 

2 m + 9 cn oe+ 27 as — O . 

证必要性设方程的三个根成等差数列，分别为 leu« 
+ 1则由根与系数关系，得 

a _ dr\~ cr+- a+ d= + m = > a= _ cu /3 . 

代入原方程得 

l - f) +a (-f) +®(-f)+®=o ， 

化简即有 2w ~ 9 ca gk +27^ = 0 . 


充分性设 2 j —9oi az ~\~27 a=0 ，取 a= 代人原方程得 



知 f 一 f 是原方程的根. 

设另两根为 P，7, 则由根与系数关系知 ,a+P+y=-„ ，所以 
P— a =a — 7,即成等差数列. 

例10证明 : 若方程 x ' + px 2 + qx + r = 0的三个根成等比数 
列，则 g 3 = p 3 r . 

证设方程的三个根为 cx， ⑽，⑽ 2 ,则由根与系数关系得 

erh a^+ at = — p ， a lr \~ a t + a ^ = g, a i = — r ， 

由此解得/ = p 3 r . 

例 11 设 a ; i ，，…，％„是方程 A；«+ ax % n ] 屮…屮 a« = 0 的 
根，证 明：％ 1，％2 ，…， ％ ra 的对称多项式可以表成 %i 与 ai ，02，…， 
a«-i 的多项式. 

证设 /( W ，%3，…，^)为，%3 * ^ Xn 的任一对称多项式， 
则由对称多项式基本定理，有 

f(%2 9 X3 ，… fXn )— g(Gl 9 G2 ， … jGn-l ) , © 

式中 (7!，(?(，••• ，(/ n -l 是关于 ，%3，•••，％ 的全部初等对称多项式. 
令01，•••，&为关于，%2，…，^的初等对称多项式，则有 
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(7l == (5 XI <f 02 == Oz XI 0\ ,••• <,Gn—\ =1 On—1 X\ On—2 , (H) 

因为 m ，•••，& 是原方程的根，故由根与系数的关系知 

01 — — OX 9 (^ = CC ， …， Gn—\ = ( 一 1 ) n Cln —l . ⑨ 

代入式⑧可知，(^是 A ；1， OI ，… ^ dn - l 的多项式， 

Gi = h (xi ， oi ， •“ ，仏 -i ) ， i=l ,2 • ,7i 一 1 • 

将其代入式⑦右端，即知 f (%2 yX 3 ，…， 1) 可表为与 Gfl ，02，…， 
Or 的多项式. 

例 12 设 


f ( x ) = (x — XI )(% — X 2 )••• (x — Xn ) 

=% 1 —01 A ； n_1 + •••+ ( —1 ) n Gn , 

且 Sk = xi ~\~ % 2 ~\~ •••-]- x k n , A ：— 0 ,1,2 • 

证明 ： (1) x kn / (a; )— (So x h ~\~ Si x k 1 + …十 &-i %+ & ) f ( x )+ 
g ( x ) ，其中或 g ( A ；)=0 ； 

(2) 由上式证明牛顿 ( Newton ) 公式： 

Sk — G\ Sk~l + 02 &-2 + H.+ ( — 1 / _1 Gk -1 Si + ( — 1 ) k kOk = 0 , 

Sk — cn S^-i + •••+ ( 一 1 ) n GnSk-n=0 , lc>n. 

证先对〃用数学归纳法证得 


于是 


f(x) = 


V 

x — Xi ’ 


x 1 ^ 1 / (%)= y^j 

i= 1 


X — Xi 




xt l )f(x] 


= f ( x ) Y ] 

i= 1 


ArHl _ ArH 

X + Xi 
X — Xi 


— 2 

i= 1 


Arhl 
Xi _ 


X — Xi 


/ ⑷. 


n y^-i 

令 g (%) = X ] ^f (%)， 则 a ( g (%))〈 n 或 = o . 

t -= 1 A ； ~ Xi 


⑩ 
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n ^-j-j n 

\ 1 _X __ X 飞 / k I k~l I I k~l I k \ 

/ j = yx ~r XiX "r ••• -r xi x~r xi ) 

i=l x — Xi i=] 

= nx k ~\~ (xi + • • • + Xn )x k i + ••• 

+ ( A ； 广 1 + ••• + 1 )x~\~ (xi X k n) 

= So X + Si % k 1 + • • • + Slr-l %+ Si . 

由式⑩可知 

x hl 1 f ' {x) = (So x kJ r Si x k 1 + •••+ Sk-i x~\~ Sk g(x). 

(2 ) 由 f ( x )= x n ~ai x n ^ ] + … + (—1 ，故 

x / {x)= x \_nx ——（几——丄）(31% 十...十（——丄） （j»_i 」 

— nx n k — (n — 1 )cfl % n+A：_1 + •••+( — 1 ) n_1 Gn-i x k+1 . O 

利用题 (1) 的结果，又有 

x k+1 / (a; )— (So x k ~\~ Si x h 1 +•••+ Sk-i x~\~ Sk ) 

• (x n ~Ol A ； n_1 + •••+ ( — 1 T <5n )+ g(x). ⑫ 

故比较式⑪与式⑫ 可得： 

当时，有 

Sk — Ol Sk-l + Ol Sk-2 — •••+ ( —1 ) h 1 Gk-l Si + ( —1 ) k kGk = 0 ； 

当 £> ri 时，有 

Sk —01 &-1 + …+ ( —1 Y 1 On-l Sk-n+l + ( —1 ) n GnSk-n=0 . 

例13根据牛顿公式，用初等对称多项式表示 &，& ，m 
解对&=+%纟+…+2用牛顿公式讨论. 

(1) 当心6时，对 1< A ：<6 得 

Si = cn ， 

& — ai Si ~\~2(^ = 0^ > S2 = <5\ — 2 oi , 

Ss — cn S 2 + Si — 3os — 0^ > Ss = d —3 cn cs + 3os , 

Sa — ca S3 + CS & 一 03 Si +4m =0 

S4 = cn — 4 ：d + 4 oi as +2 d — 4 m , 

& — ai S4 + S3 —⑦ & + m Si — 5 ob =0 

S 5 = ca 一 5dcs + 5c7icg + 5aicl 一 5ai ca 一 5® 戊 + 5a ， 

Se — oi & + 茂 & — os & + m & — C5B Si + 6 ob = 0 
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S6 = d — 6 d!(^ + 6aicg + 9cacl — 6ai ca 一 12oi cs cs 
+ 601 ob 一 2J + 6ck m + 3 d 一 6ob . 

(2) 当 n =5 时， & ，&，&，& 同题 (1)， 但对 A ：=6 得 

Se 一 gi S5 + (^ S4 一 os S3 + cs & 一 a Si = 0 ， 

于是 

Sq — cji — 6 ai® + 6c»(^+9cacl — 6ai m 一 12ai cs 
+ 6 cn css 一 2 d +6® oi +3 d 一 6 ob . 

(3) 当 n =4 时， & ，&，&同题 (1)， S 6 同题 (2) .对 A ：=5 用同 
样方法可求得 

S5 = ca 一 5cflc& + 5caa3 + 5cflcl 一 5ca ca — 5c ^a . 

(4) 当 n =3 时， &， S 3 同题(1)，& 同题 (3)，& 同题 (2). 

S 4 — — 4 cn ®+4 ai cjs + 2 cl . 

(5) 当 n =2 时， S 2 同题 (1)，& 同题(4)，&同题 (3 )，Ss 同题 

( 2 ). 

S 3 = CJl — 3 01 ® . 

例 14 证明 :若对 某个六次方程有 & = & =0 ，则 

Sl — S §_ & 

7 = 5 • 2 • 

证因为6，所以利用例13结果可求得 
S 2 = d — 2 ai = 2 g ^^ > —02 = & /2 ， 

S 3 = 3 c ^= 0 ^ > a =0 , 

S5 == 5 0 B > ^ S5 /5 9 
又7>6，由牛顿公式求得 

5V —01 Ss + ® & —(?3 S4~hck S3 — a S2~h a Si = 0 9 

得 & = —7 a 03 .从而 

S ? _ _ — &_ S2 

7 =一祕 = 5*2* 

例 15 求一个 n 次方程，使得 Sl = & = 〜= Sn - 1=0 • 

解设所求方程为 
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x n — o\ x n 1 + •••+ ( — 1 ) n a re =0 , 

由题设条件知01 = & =0 .根据牛顿公式，当时，有 

Sk — a &-i + ck &-2 + ".+ ( —1 ) k ~ l Gk-\ Si + ( —1 ) k kak = 0 , 

得 & — cn Si +2 cs = 0^^^ = 0， 

Ss 一 oi & + ® Si — 3 ck = 0^ > as = 0，••• 

因此 0 \ = Ol = •••= Gn -\=0 . 

故所求方程为 /+ (― 1 )\ = 0，即 A ； n + a =0 . 

例 16 求一个 n 次方程，使得& = & . 

解设所求方程为 

% 1 —01 % n_1 + ••• + ( —1 ) n a „=0 . 

当 A :< ri 时，由牛顿公式 

Sk — oi &-1 + •••+ ( —1 )^ -1 0^-1 Si + ( 一1 ) k Gkk = 0 . 

利用题设条件得（一1广 1 a-i Si + (—1 ) k kak =0 , 

故 Ok = Gk-\ Si /k = Ok-\ o\ /k (A: = 2 ， 3 ， ••• ， 7i) • 

于是 Gi=d /i ! “=1，2,…，几）， 


所求方程为 


S (― 


1) 


g{ 


例17求以方程 x +2 x - l =0 的三个根的平方为根的方程. 
解设所求方程为/ 一 aA ； 2 + k — c =0 ，题设方程的三个根 

为 ，％ 2 ，％ 3 ， 则 


a — xi 


xl~\~ xl = (xi~\~ X2~\~ X3 ) 2 — 2 (xi X2 + XI X3 ~h X2 X3 ) 


= 0 2 -2 X 2=-4； 

7 — 2 2 I 2 2 I 2 2 

0 = XI X2~r xi XS I X2 X3 

= (XI X2xi X3 X2 xs y — 2xi X2 X3 ( + ： 


= 4—2 X 1 X 0=4; 

_ 2 2 2 — -i 

C— = 丄 • 

故所求方程为 x 3 4： x 2 ~\~ 4： x ~1=0 . 
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第二章行列式 


行列式计算是高等代数中的一种基本计算，行列式又是解线 
性方程组的重要工具. X 彳 i 行列式的概念与性质应该有充分的了解， 
必须熟悉行列式的计算规则，能够熟练地计算行列式. 

第一节排 列 

主要内容 

1 . 定义在一 ■个排列中，若 一 ■对数的前后次序与大小顺序相 
反，则称之为一 个逆序 .一 个排列中逆序的总数称为该排列 的逆序 

数. 

排列力 jz … jn 的逆序数记为 T ( j -1 j 2 ". jn ). 

逆序数为奇数的排列称为奇 排列; 逆序数为偶数的排列称为 

偶排列. 

2 .定理1 对换改变排列的奇偶性. 

推论 在全部 n 级排列中，奇、偶排列的个数相等，各有 n !/2 
个. 

3 .定理2 任意一个 n 级排列与排列12"^都可以通过一系 
列对换互变，并且所作对换的个数与这个排列有相同的奇偶性. 

排列 12- a 称为标准 排列. 

疑难解析 

为什么要讨论排列的逆序数？ 

答 在行列式中，行列式的项是由位于不同行与不同列的《 
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个元素乘积构成的，元素所处的行(或列）的次序构成一个 n 级排 
列，而行列式中该项前面的符号就与这个排列的逆序数有关.在确 
定行列式中某项的符号与研究行列式的性质时，都必须讨论该项 
的元素排列的奇偶性，因此，必须熟悉排列逆序数及其奇偶性. 

方法、技巧与典型例题分析 

要求能求排列的逆序数，能确定排列的奇偶性，能对排列奇偶 
性的改变进行讨论. 

例 1决定以下排列的逆序数，并确定排列的奇偶性. 

(1 ) 134782695 ； (2) 217986354； (3) 987654321 . 

解法1 : 从首个数开始，逐个考察该数后面小于它的数的个 
数，求出总和. 

法2 : 从首个数开始，逐个考察在该数前面大于它的数的个 
数，求出总和. 

(1) r (134782695 >=0+1+1+3+3+0+1+1=10, 

或 r (134782695 )=0+0+0+0+0+4+2+0+4=10 , 

故134782695是偶排列. 

(2) r (217986354 >=1+0+4+5+4+3+0+1 = 18, 

故217986354是偶排列. 

(3) r (987654321 >=8+7+6+5+4+3+2+1 = 36 , 

故987654321是偶排列. 

例2 选择 i 与 A 使 

(1 ) 1274^56^9成偶 排列； （2) 125 M 897 成奇排列. 

解 （1) i 与 ft 可能取值为3，8 .若/=3 ， A =8 ，则 
r (127435689 )=0+0+4+1+0+0+0+0=5 , 

是奇排列.若/= 8 ， A =3 ，则 

r (127485639)= 0+0+4+1+3+1+0+1 = 10 , 

是偶排列.故应取 i =8 , k =3 . 

也可把 i =8, A =3 视作对 i =3, k =8 进行了一个对换，故 
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127485639 是偶排列. 

(2) ;与 A 可能取值为3，6 .若 i =3， A =6, 则 

r (132564897)=0+ l +0+ l + l +0+ l+l = 5, 

故当^= 3 ，/ c =6 时,132564897为奇排列. 

例3写出把排列12435变成排列25341的那些对换. 

解对换过程不是唯一的.当然希望对换个数越少越好，看起 
来越明了越好.如 

(4,3) (1,2) (1,5) 

12435 12345 21345 25341 . 

例4决定排列 nU-l )-21 的逆序数，并讨论它的奇偶性. 

ft ? T { n { n~l )***21 )= ( n ~ l )+ ( n — 2 )+***+1= n ( n ~ l )/2 . 

当 ? i =4 A :，4 A ：+ l 时，排歹 lj 为偶排列. 

当 n = ik +2 ，4 A ：+3 时，排列为奇排列. 

例5 如果排列…%的逆序数为 A ：， 求排列 
… %1 的逆序数. 

解因为对于元素，%2，•••，％„中任何两个不同的 A 与％， 
在％ 1 A；2 … ％ 或 XnXn-1 … A；1 中必有 一 '个且只有 一 '个构成逆序，所 
以，这两个排列的逆序数之和应等于从〃个元素中任取两个元素 
的组合数 ci = nO — 1 )/2 •由于…的逆序数为 A ： ，故 
… a;i 的逆序数为 n ( n~l )/2 ~ k . 

例6设排列 m w … i 的逆序数为 A : ，证明 :可 以经过 A ： 次对 
换，把…％变成排列 123* "71. 

证设在…％中，1前面有 fo 个数，2前面大于2的有 
h 个数 . n ~ l 前面大于 n ~ l 的有 n ~ l 个数，贝 IJ 

k = ki \ h ~ r %9 *~r kn-i . 

将 1 与其前面的 fo 个数进行 An 个自右向左的对换，便使1 
排在首位.由于其余数的顺序不变，再将2与其前面大于2的 fc 
个数自右向左进行 fc 个对换，便使2排在第2位.如此继续，则对 
XI Xn 总共需进行 In + kz +…+ kn-1 = k 次对换，便可把 
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XI X2 99 * Xn 变成 123" w . 

事实上，往往是 A 5 C/d + h H -+ / cn-i .如排列 4132 有 4 个逆 

序，但只需进行两次对换即可变成 1234 JP 

4132 <2，1> ^34 <2-1 *1234 . 

第二节 n 阶行列式及其性质 

主要内容 

1 .定义 1 n 阶行列式 

an ax2 ••• axn 

ClZl 022 ••• Gdn 

Dn = 

dnl On2 … Clnn 

等于所有取自不同行不同列的元素的乘积％, %…的代数 
和，力 p — jn 是1，2，… ， fl 的一个排列.当 yi jM -- jn 为奇排列时，该 
项带有负号，当力 > …办为偶排列时，该项带有正号， BP 

D„ = (― 1 • 

)1)2 … 4 

若将行列式的项记成 Oi 2 2 … 0 i „» ，贝 |J 

Bn = D ( — 1 ) T (‘ 1,2 ... , " ) 叫 Oi 2 2 … . 

2 .行列式的性质： 

(1) 行列互换(转置），行列式不变. 

(2) 以一数乘行列式等于用一数乘行列式的某行(列）的所有 
元素. 

行列式某行(列)的公因子可以提到行列式外. 

(3) 若行列式某行(列）的所有元素都可以写成两项之和，则 
此行列式可以写成两个行列式之和.这两个行列式该行(列 ） 的元 
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素分别为对应的两个加数之一，其余行(列 ） 的元素不变. 

(4) 若行列式中两行(列 ) 相同，则行列式为零. 

(5) 若行列式中有两行(列 ) 元素成比例，则行列式为零. 

(6) 将行列式中某行(列)元素的倍数加到另一行(列 ） 的对应 
元素上去，行列式不变. 

(7) 对换行列式中两行(列 ) 元素的位置，行列式反号. 

3. 一些特殊行列式的值： 


Aj 


Xi 





关 



A2 

— 

^2 

— 

A2 





* 







对角行列式 上三角行列式 下三角行列式 

= Aj A2 ••• . 


( 2 ) 


Aa 


h. 





关 



A 2 

= 

^2 

z= 

h. 

•* 


•* 


* 







次对角行列式 次上三角行列式 次下三角行列式 

— ( —1 ) ^ hh***Xn . 

* 号处元素不全为零. 


疑难解析 

1 . 为什么 Dn = \(Uj I ，的一般项可以记为 

(―1)〜2 …•••… ， ① 

式中 il i 2 … in 与 jl j 2 … jn 为 n 级 排列. 

答因为 ii i 2 … L 与力 )2 …办是 n 级排列 ，所以 cu 2 j 2 … 
〜„是取自仏的不同行不同列的 ri 个元素的乘积. 

若交换一般项中的两个元素 ay , 与 a %， 则其行标排列由 
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ii … L … ir " L 变为 iA … ir .. L … L ，其逆序数的奇偶性改变;列标排 
列 p - j ^- jr - jn 变为 ji - jr - js - jn ，其逆序数的奇偶性也改变. 
但对换后两下标排列逆序数之和的奇偶性不改变.即有 

( 一1 ) T “1 … V .. &..&)+ T ( ) r .? V .. V ..4) = ( —1 ) r ( m ’„)+<7?..".. y ，.. j ra ) 

所以，交换式①元素的位置不改变其符号.于是，只要有限次交换 
式①中元素的位置，使其行标 Uk - in 化为标准排列，此时列标排 
列为 h kz … kn ，则式①变为 

(—1 ) t<，li2 "' ， " >+t0lJ2 '" ； " 1 cu 2 h … Ov .„ 

— C 一丄） n aij l azj 2 9,9 cu n 

— ( 一1 ) T(klk2 "' kn) ax h ai hz ." ankn • 

所以式①是 £»„= k - |» 一般项的表示式. 

2 .为什么实 《 阶行列式 U >3), 当 n =3 时，负项个数为奇 
数； 当 A 3 时.负项个数为偶数？ 

答因为实《阶行列式是 n !个项的代数和，这里的负项将 
元素的符号计算在内. 

用％ (实数)表示行列式£»的第 f 行第 y 列元素，用 G ， G ， 
…， C „! 表示£>的全部项，则 

M = Cl C2 … Cn'+ 

= ( — 1 )" 1/2 (an ai2 ••• ain"* a.i a«2 ••• a™ ) <n 1 ' ! . 

当 n =3 时 ， M = —(011012 CB 3 ••- 031 032 033 f ^0 ，从而 D 的 6 项 

G ， G ，…， G 中，负项数必为奇数. 

当 A 3 时，因为 n ! /2与 (f 1 ) !均为偶数，故 M =0 G … C -! 
>0 ，从而 D 式的《 !个项 G ， G ，… C »! 中若有负项，必为偶数个 • 

方法、技巧与典型例题分析 

要求熟悉行列式定义，能利用定义确定某项前的符号，能计算 
与证明行列式，能讨论有关行列式的一些命题. 

例 1 判断 au CE 3 ffil CE 6 CB 5 与 一 032 CH 3 CB 4 CB 1 CE 5 CB 6 是否是6 
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阶行列式 De = {cuj I 中的项. 

解 GQ 4 GE 3 GBl 012 GE 6 6 K 5 的逆序数为 17(431265 )= 6，故取正号， 
所以 ai 4 azz az \ m2 a ,^, 级 5 是 De 的项. 

az2 oi 3 GQ 4 05 i az 5 066 的逆序数为 r (341526 )+ r (234156 )= 8 ，故 
取正号，所以 一 OS 2 OA 3 C04 051 CC5 0B6 不是 Z >6 的项. 

例 2 在 6 阶行列式中 ，023 GP1 级 2 ⑦6 OH CP5 ，013 OU 级 1 _ 级 5 

这两项应带什么符号？ 

解同例1，讨论其逆序数. 

因为 1:(234516 )+1:(312645)— 4+4= 8，所以似 osi 级2 _ ou 
CK 5 应带正号. 

因为 r (341562 )+ r (234165 )—6+4 —10，所以 032 _ ou cci ⑽ 
從 5应带正号. 

例3写出4阶行列式中所有带负号且包含因子似的项. 

解设所求项为 caia 23 azjOAk ，则排列应为奇排列，且 Z ， 
> 4只能从1，2，4中取. 

因为戶1 ， y =2， A ；=4 时,1324为奇排列，而对换改变奇偶性， 
则3不动，作两个对换，得4312和2341，也是奇排列.故4阶行列 
式中带负号且含^的项有三个，是 

— an 023 032 ot 4 , — axA azz cbi (M2 , — 012 azz 034 oil . 

例 4 按定义计算行 列式： 

0 0 … 0 1 

0 0 … 2 0 

( 1 ) ••• ••• . • 

0 n — 1 … 0 0 

n 0 … 0 0 

0 1 0 … 0 

0 0 2 … 0 

( 2 ) . ••• ; 

0 0 0 … n 一 1 

71 0 0 … 0 
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0 

0 


0 


0 


0 

0 


(3) ••• . . 

n — 1 ".000 

0 ••• 0 0 n 

解依行列式定义， 《 阶行列式有《 !项，它的每一项是位于 
行列式不同行不同列的《个元素的乘积.上述三个 a 阶行列式各 
只有一项不为零.讨论 如下： 

(1 ) 只有 OUa2 n-l ••• dn-l 2 Onl = l * 2. (jl — 1 ) Tl = Jl \ 不 

为零，该项的列排列为— 1) …21 ， W 汀 -1) … 21)= 1) ， 

故 z>=(-1 r u_1) % ! ; 

(2 ) 只有 GQ 2 GE 3 ••• dn-l nanl = 1 * 2 . (71 — 1 ) 1l = U !不为 

零，该项列排列为23… nl ， t (23 …? il )= n — 1，故 D= ( — 1 T 1 n \； 

(3 ) CR n-l 02 «-2 • • • dn-l l Onn = l 9 2 . 71 = 几!不为零， 

该项的列排列为 ( n — l )( n —2). 1 • n , T (( n — l )( n —2 ) • 

… • 1 • n)= (71 —^( 打 ― 2) ，所以 ，£>= (―1 ) u — 1)( 『 2 ) /2 !• 


例5用行列式定义证明 


ax 

bi 

Cl 

d\ 

ei 


02 03 m 

bi bi h 

C 2 0 0 

G ?2 0 0 

62 0 0 


a > 


h 


0 =0 . 

0 

0 


证因为行列式的一般项为叫必 2 ®_/ 3 ® ;4 而 5 ，列标 y 3 ，>，力 
取 1，2,3,4,5 中的不同值， S 卩至少有一个从3,4,5中取.因而 
9 ^ J 4 9 中至少有一个为零，故 aij } azj 2 cbj 3 oaj 4 (bj 5 — 0 .所以， 
行列式等于零. 

例6由行列式定义计算 
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f(x)= 


2x 


一1 


1 1 1 
中 /与/ 的系数，并说明理由. 

解 由行列式定义 ， an ® 2 aw ®i =2* 4 ，所以/(%)中％ 4 的系 
数为2 . 

含％ 3 的也只有一■项， CB 2 CE 1 «3 «4 = X ，所以/(%)中 X 3 的 
系数为一1 . 

1…: 


例7 由 


1 1 


1 


= 0，证明 : 奇偶排列各半 


证 由行列式定义，此行列式中任一项可表为 

(—1 mji 叫 2 …％= ( — 1 广 1 ; 2 ..?"), 

而 …： h 的排列有 n !个.又£>中各行元素相同，1>=0,所以， 
带正、负号的项相同，从而知，奇偶排列应各占一半. 


例8 设 


X X 


P ( x )= 


2 71-1 

ax ••• ca 


Qn—l 


2 

Qn~\ 


n — 1 

Cln—l 


其中 CB ， CE ，…，0„-1是互不相同的数. 

(1) 由行列式定义，说明 PU ) 是一个 n ~ l 次多 项式； 

(2) 由行列式性质，求忾幻的根. 

解 （1) 行列式中只有第1行含％的幂次，且最高幂次为 
n —1，所以行列式的展开式的项中 x 最高次为1 . 又； tT 1 的系 
数是（一1)" +1 乘一个其值不为零的范德蒙行列式（因为 a 互异）， 
故汽％)为一个 n —\ 次多项式. 
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(2) 当%=级(/=1，2,…， n—l) 时，行列式有两行相同，即 
尸(％)=0 •故 oi ，戊，… ，山 -1 是 P( %)的全部根. 

axj^ axj 2 ••• c 

azj x 02 j 2 ••• c 


例 9 求 H 

hh … J n 


，这里 Z： 是对所有的 

hh … j n 


Onj l Onj 2 … Onj n 

n 级排列求和. 

解因为上式 1] 中共有 n [ tn 阶行列式.交换每个行列式 
的第1与第2列，所得行列式之和仍为^中《个《阶行列式之 
和;而由行列式性质，交换行列式两行后行列式变号，故有 

axj x aij 2 ••• axj 


JlJ 2 -Jn 


Clnj' Qnj 2 




_ E 

}2 h'''K 


- S 


叫 2 

Ct^j l 

Qnj 2 

O^j] 

Oij l 

也 h 

a^-h 

也 h 

Clnj | 

^2 






由此可得 




OX y I CJX ]2 

azj x azj 2 


^ j n 


0 . 


Clnj l Onj 2 … dnj n 

例 10 证明： 

an ⑴ ai 2 (t) … can ⑴ 

d 021 (t) GE2 (t) ••• Cl2n(t) 

ci tz 9 9 • 9 9 9 • • • 


anl (t) Oi 2 (t) 


dnn C ^ ) 
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dnl ( t) 


⑴… OnnXt)\ 


证根据微分运算法则 

左端 = f 2 ( —1 ) T( - , l J 2 ， **- / n ) (JXj^ (t) OZi 2 Onj n (t) 
h 】2 … j n 

= X! (-l) r0l7V， ^{ fai ji (t)az j2 (t>-an Jn (t) 


caj l , a 2 j 2 ( 0 ,# * anj n ( 0 + ••• + aij 1 (t)azj 2 ( 0 #, * 


y] (― 1) 心 1 』 2...\> ^ai ；1 (t)a^j 2 (t) … Oij n (t) 


+ 2 (— l) T °l- , 2* ，， ^ ) (^) aij 2 (ty 99 dnj n (0+ ' 

hh … j n at 

+ 2 (一 l ) TOw2 ... ;n ) ^ ( t ) d 2 j 2 ( t ) … ~^ anj n ( t ) 
hh … j n at 

= 右端 • 

例 11 设 

I an ••• axk 


Okl … Qkk 


cn … cik 


bll … bln 
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Cnl 


Cnk bnl 


bnn 




an •' 

*• axk 


bn 

… bln 

D \ = 

CUd 

•• CM 

, Dz = 

bnl 

… bnn 


证明： D = Di Dz . 

证 对及作运算 n + At , ，将及化为下三角行列式 
P u 


Di 


-pn pwph 


pki … pkk 

对 Z >2 作运算 Ci + fc ; ，将 Z >2 化为下三角行列式 


Z >2 : 




: qn q22 •••qkk 


q n i … qrm 

而对 Z ) 的前 A 行作运算 n + krj ，再对 Z ) 的后 n 列作运算 c t 
，将 D 化为下三角行列式，则 


D 二 


P u 


pki ••• pkk 

cn … cn qn 


-pu pn ••• pickqu q22 ••• q nn = D2 • 


I Cnl … Cnk qnl … qnn 

例 12 设 n 阶行列式队的元素都是 1 和一 1 ，证 明：认 是一 
个偶数. 


证将认 的第1行加到第2行，则新的第2行元素只可能为 
0，2，一2，即第2行元素有公因子2，可以提到行列式外.又知施行 
上述运算后行列式值不变，所以认是一个偶数. 


例 13 设 



an 

ai2 

'• Ctln 


an 

6 G 2 b 1 

… 

axnb 1 

A = 

m 

az2 •' 

'• ain 

， B = 

an b 

«22 

… 

1 2~n 

aznb 


CUd 

(h& •' 

'• (bin 


Clnl K 1 

7 n _2 

b 

... 

Qnn 
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其中 b ^ O ，证明 A = B . 

证由行列式定义 

B = (― 1 ) T(w . Vn) (% 6 1;1 )(azj 2 b 2 j2 )••• (dnj n b n Jn ) 

hh'"}n 

=Yj (—i)~ 2 … 7 v 叫叫 … 伽 y l+2+ …句 —() i+y2+ ." +v 
hh'-'jn 

因为 力 j 2 … jn 是 1，2 ，…，几的一个排歹 Ij ，所以 yi + )2 + …+ jn=l 

+ 2+ •••+ n.iX 

B = XI (― 1 ) T °' l72 "* y « ) axj, caj 2 …咖 „ = 4 • 
hh … j n 

第三节行列式的计算 

主要内容 

1 . 定义1由川个数排成的 s 行 n 列的表 

an ax2 ••• ax n 

an m ••• azn 

aa Ch2 … am 

称为一个 sX n 矩阵 .. s = ri 时，称为 n 阶方阵. 
ax\ ai2 ••• axn 

^ mn 称为矩阵 A 的行列式，记为 | A | 或 detA . 

OnX On2 … Cbm 

2 .定义 2 数域 P 上矩阵的初等行变 换是： 

(1) 以 P 中一个非零的数乘矩阵的某 一行； 

(2) 把矩阵的某一行的 c 倍加到另一行 ， c 是/ 1 中的任 意数； 

(3) 互换矩阵中两行的位置. 

任意一个矩阵经过一系列初等行变换总能变成阶梯形矩阵. 
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对于矩阵同样可以定义初等列变换. 

疑难解析 

1. 矩阵与行列式有什么不同？ 

答矩阵与行列式的不同不仅在形式上.行列式等于所有位 
于不同行不同列的 ri 个元素的乘积奶 2 ”‘0 1 /„的代数和，而矩 
阵只是一个数表.它们更多的不同反映在运算性质上，通过后面的 
学习将完全了解它们的不同. 

2. 矩阵的初等变换对行列式计算有什么意义？ 

答 一个任意矩阵经过一系列的初等行变换总能变成阶梯形 
矩阵，而一个 n 阶方阵 A 总能定义一个《阶行列式 |A | (或 detA ). 

对矩阵作初等行变换对于行列式值的影响反映为行列式性质 
的 (2 )、 （6 )、 （7)( 第二节主要内容2 ) .而阶梯形方阵一定是上三角 
形的.因此，利用矩阵的初等变换方法化行列式为上三角形将使行 
列式易于计算.对高阶行列式将有助于利用计算机计算. 

方法、技巧与典型例题计算 

行列式计算是高等代数的基本计算之一.计算行列式的方法 
有很多种，如用定义计算，用性质计算，化为上、下 S 角形行列式计 
算，展开(降阶)法计算，升阶(加边)法计算，递推法计算，数学归纳 
法计算等等.关键是要善于观察行列式的形式特点，确定用什么方 
法计算，注意计算的准确性. 

a; y 0 0 0 

0 a; y 0 0 

例1计算0 0 % y 0 . 

0 0 0 a; y 

y 0 0 0 a; 

解由 行列式定义，本行列式只有两项不为零 ，即 

an 6C2 m m — x , ai2 m m m a,\ = y , 
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故 


/)=/+(—iy (23451) /=/+/• 


例2计算下面的行 列式: 



246 

427 

327 




X 

r 



(1) 

1 024 

543 

443 

9 


(2) 

J 

x~\~y 

X 


-342 

721 

621 




x~r y 

X 


J 


3 1 

1 1 





1 2 

3 4 



(3) 

1 3 

1 1 




(4) 

2 3 

4 1 



1 1 

3 1 




3 4 

1 2 




1 1 

1 3 





4 1 

2 3 




1+ X 

1 

1 


1 






(5) 

1 

1 ~x 

1 

1+ 


1 






1 

1 

J 

1 







1 

1 

1 


1 —y 







a ( crhl ) 2 

( ar\-2 y 

(ar\~3 T 

b 2 (b+lf 

Cb+2f 

(6+3) 2 

c 2 (c+1) 2 

(c+2) 2 

(c+3) 2 

d ( d~\~ 1 ) 2 

(d+2f 

U+3) 2 


解观察行列式特点，利用行列式性质与定义进行计算. 


( 1 ) D'- 


1 000 427 327 

2 000 543 443 
1 000 721 621 


- 10 5 


1 327 
1 621 


1 000 100 327 

2 000 100 443 
1 000 100 621 



1 1 327 


0 

1 

327 

10 3 • 10 2 

2 1 443 

= 10 5 

1 

1 

443 


11 621 


0 

1 

621 


-29 400 000, 


(2) D 



2( x~\~ y) 
2( x~\~ y) 
2( x~\~ y) 


y y 

x~\~ y x 

x y 
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厂 2 — ri 


2 ( x~r y ) y x~r y 

0 x —y 

0 x — y — x 

^ i a; —y 

z 2{x~\~ y) 

x 一 y — x 

z 2(x~\- y)(~x 2 xy~y 2 )— —2(% 3 




(3) D'- 


1 + C2 + C3 + C 


: 48. 


(4) D z 


ci _ rc2rc3 _ rc4 


10 2 3 4 

10 3 4 1 T2 — n 

10 4 1 2 m 


ao 



llO 1 

2 3l 

1 

0 — 

1 — 

1 

1 一 3 


1 

1 

-3 

2 

—1—2 

r2 — 2 ri 

0 

-4 

4 

, 10 
/ '3 十 n 

-1 

一 1 一 1 


0 

0 

-4 


0 2 0 0 
0 0 2 0 
0 0 0 2 
10 2 3 4 

0 11-3 

0 1 — 1—1 
-1 


= 160. 


(5) D'- 



X 

X 

0 

0 


X 

0 

0 

0 

ri — ri 

1 

1 ~x 

1 

l 

Cl — Cl 

1 

—X 

1 

0 

n ~n 

0 

0 

r 

r 

C4 — C3 

0 

0 

y 

0 


1 

1 

l 

1_ r 


1 

0 

l 

—y 



X 

0 

0 

0 


X 

0 

0 

0 

C2^C3 

1 

1 

—X 

0 

厂 2㈠ 73 

0 

r 

0 

0 


0 

r 

0 

0 


1 

l 

~x 

0 


1 

l 

0 

—y 


1 

l 

0 

—y 


: x y 


(6) D'- 


C3 — C2 
C2 — Cl 


2 

a 

2crhl 

2a~h3 

2 a~h5 

b 2 

26+1 

26+3 

26+5 

2 

C 

2c+l 

2c+3 

2c+5 

d 

2c?+l 

2 d~\~3 

2c?+5 
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a 2 ar\~ 12 2 

b 2 2b+l 2 2 

c 2 2c+l 2 2 


= 0 . 



1 i 

2dr\~l ‘l 

12 



6+c 

c~r a 

a~\~b 


a b c 

例 3 证明 

6i + ci 

ci~\~ ax 

ca~\~bi 

=1 

ax b\ a 


h~\~ cz 

C2~r az 

GE + fe 


az h cz 


证 左边 : 


C\~r C2\ C3 


arr b~rc c~r a a~rb 

ca~rbi~\~ ci a\ ax ax\b\ 

c^\k\cz cz~\~ ca cp + fe 


crrb~rc 

—b 

—c 

G0 十 6l + Cl 

~b\ 

—Cl 

az 十 fc + c 2 

—h 

—cz 


Cl ~T C2 I C3 

C2 M ~ 1 
C3 H ~ 1 


a o 

ay bi 

ai fe 


c 

ci 

cz 


例 4 计算《阶行列式 

abed 
—b a — d c 
一 c d a —b 
—d —c b a 


D 二 


解 因为 D 2 = D - D=D- D' 


a 

b 

c 

d 


a 

—b 

—c 

—d 

—b 

a 

—d 

c 


b 

a 

d 

c 

—c 

d 

a 

—b 


c 

—d 

a 

b 

—d 

c 

b 

a 


d 

c 

—b 

a 

a 2 +6 2 +c 2 

+ d 2 


0 



0 



0 


a 2 +6 2 +c 2 

+d 2 


0 



0 0 d+b z +c+d z 0 

0 0 d+b z +c+d 2 
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= (d+b 2 +c+d 2 f , 

所以 D = ( a + 6" + c 2 + cf f . 

(行列式乘法见第 6 节主要内容） 


例 5 计算从 = 2 3 1 5 

2 3 19 — % 


解当％ =±1 时，2 = 1，A 的第1、第2行元素相同， A 
= 0,所以 A 含因子 O— 1)(%+1). 

当%=±2时， 9— % 2 = 5，/>4的第3、第4行元素相同 ，/ >4 = 0, 
所以 Z>i 含因子(％— 2)0+2). 

因为 A 是 A： 的四次多项式，所以 

Di = k(x — 1 )(x — 2 )(a; + 1)( x ~\~ 2 ). 

由 ％=0时 A = —— 3，故 

Da = — 3 (%—1 )(a; — 2 )(a;+1 )(a;+2 ). 

例 6 讨论从的值 


Dn = 


cu~\~bi ax\h ••• ca~\~ bn 

a2~rbi az\h ••• ai\bn 

an~r bi an\ bi … an\bn 


解当 ？ 1 时 9 Di = ax ~\~bi ； 

当？ 2 时， Z)2 = (ai—GE)(fc—& ); 
当 & 3 时， 


Dn 



ax 

+ 6i 

ax 

~r fe … 

ax~rbn 

ri~r\ 

az 

— a 

ai 

— m … 

az _ ax 


On 

— CD 

CLn 

— a 

dn. OX 


ax 

+ bi 

h. 

— b\ … 

bn 一 bi 

Ci~C\ 

az 

— ai 


0 … 

0 


CLn 

—ca 


0 … 

0 


(i= 2 ,3 ， … ， n) 
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故知当 ri 不同时，不相同，有 

[ ca~\~bi, re=l , 

Dn = '\ (cu 一 qe )(fe 一 In ) ， n = 2 , 

0, . 

例 7 设 n 阶行列式 £»„= k I ，把 £» 上下翻转、或逆时针旋 
转 90 °、或依副对角线翻转得 


Cbil • 

• dnn 

ain • 

• dnn 

Onn * 

• OXn 

D\ — … 

… 

， Di = … 

… 

， D3 = … 

… 

an • 

* CUn 

an • 

* dnl 

dnl • 

• an 


证明 ：£>i = D2= (-1 ) n<n ^ 1>/2 D ,Bs = £> . 

证 （ 1) 将及的最后一行与上面一行逐一对换，经 n —1 次 


对换可换到第1 行; 这时 A 的最后第2行位于最后一行，进行 
^一2次对换可换到第2行;如此继续，共进行 

(n —1 )+ (n —2 )H - h2+l= n(n —1 )/2 

次对换可化 £»i 为 £> .故 £>1 = (-1 r ( n - 1 )/ z D . 

(2) 用题 (1) 的方法进行 «( re -1 )/2 次行对换，得 
an … Oai 

J ) 2 = (^― I y ( n ~ l )/2 … ... = ( 一 1 ) 心 - 1)/2 " 

Clin … Cbm 

=(— 1 广 — 1)/2 D . 

(3 ) 对 A 用题 (1) 的方法进行 n ( n ~ D / 2 次列对换，得 

can … dnn 

ft = (—iy u — 1)/2 … … =(—i)" u — 1)/2 ft . 

an … Oni 

再对 A 用题 (1) 的方法进行 n ( n - l )/ 2 次行对换，得 
(― 1)/2 • (—1 ， ("— 1)/2 Z) = D. 

很多计算方法要用到行列式展开定理、范德蒙行列式，因此， 
将在后面几节中继续讨论行列式的计算. 
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第四节行歹 lj 式按一行(列 ) 展开 


主要内容 


1 . 在 /I 阶行列式中划去元素所在行与列，余下的元素位置 
不变，所得到的 n~l 阶行列式称为元素街的余子式，记为 . 

A, = (-l / 〜財彳称为元素％的代数余子式 . 

2 . 定理设 

an ai2 ••• axn 
ai\ azi ••• azn 


Onl 0n2 … Onn 


A 表示元素叫的代数余子式，则下列公式 成立： 

d , k = i 
- 0 ， k_i 
d ， l=j 

. 0 9 j , 

.行列式 

1 1 1 — 1 


dkl A il ~I~ Clk2 A Z ~I~ ~I — CUtn A i 

OX l A 1 j ~I ~ GE l A 2 j ~I ~ • • • ~I ~ dnl A n 


ax az (n 

2 2 2 

ax ai cb 


On 

2 

CLn 


n _ 1 n _ 1 n _ 1 n _ 1 

a\ az (B ••• an 


称为范德蒙 (Vandermonde) 彳了列式 . 

d — JX ^ ^ —④ ） ， 

1 ^ n 

即对任意 n ( 〃 >2) ，范德蒙行列式等于 Gfl,••• ,dn 这 ri 个数的 
所有可能的差 & 一％ (i<y< 〖 < 〃 ) 的乘积 . 
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范德蒙行列式等于零，… ，& 中至少有两个相等. 


疑难解析 

怎样应用行列式按行(列 ） 展开定理？ 

答 行列式按行(列)展开定理可以将一个《阶行列式的计算 
归结为 n —1阶行列式的计算.但是，当行列式某行(列）的元素都 
不为零时，按该行(列)展开行列式并不能减少计算量，仅当行列式 
某行(列 ) 有较多个零时，才可以简化计算.因此，在应用行列式按 
行(列 ) 展开定理时，一是要选择含零较多的行(列 ) 展开，二是利用 
行列式性质将某行(列 ) 元素化为只含一个非零元素后展开.将行 
列式按行(列 ) 展开在用归纳法、递推法、降阶法等方法计算行列式 
时应用更为广泛. 


方法、技巧与典型例题分析 

应用好行列式按行(列 ) 展开定理的关键是选择某行(列），为 
此常常需要先利用行列式性质使该行(列 ) 元素尽可能多地变为 
零 ; 在证明有关命题时，这种选择尤为重要 ，一 定要使展开能凸现 
命题. 

例1设 

1 2 3 ••• « 

1 2 0 ••• 0 

Dn = 1 0 3 … 0 ， 

• • • • • • ••• ••• 

1 0 0 … 71 

求：（1) A 的第1列元素的代数余子式之和 A11 + A21 + A31 + A41 ; 
(2) Dn 的第1行元素的代数余子式之和 i 4 ll +4 l 2 + … . 
解 (1) 当/=0时,^=0 (户1，2,3,4)，故4 11 + 火 21 .4 31 

+ 乂 41=0 • 
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当 /#0 时，因为乏 ] cuciAkj = Q ， i 卞 y ，即 

k= 1 

fAn + fA2\ + fAsi~\~ f An = 0^ > f (An~\~A2i A 31 An )—0 , 

故 i4ll + ^21 + ^31+^41 =0 . 

(2) 显然，有以下等式 

1 1 1 … 1 

1 2 0 … 0 

An + Ai2 4■…+1 0 3 … 0 

••• ••• ••• ••• 

1 0 0 … 71 

1— 1 1 …1 

7 = 2 

0 2 0 … 0 

j = 2 , 3 ,-. ,n 0 0 3 … 0 

• • • • • • • • • • • a 

0 0 0 n 



1 

4 


解 

-1 2 1 

(1) An = 0 2 1 = —6 ,Ai2=0,Ai3 = 0,Ah = 0 ； 

0 0 3 


2 1 4 

0 2 1 = 一 12 9 ^422 — 6 9 A23 — O 9 A24 — 0 ； 

0 0 3 


A21 = 
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类似可得 431 = 15， A 32 = —6 , ^33= — 3 , ^34=0 ； 

^41=7 , A42=0 , ^43 = 1, Aa4=2 . 

2 1 

(2) An — = 7 , Au = 一 12 ， A13 — 3 ； 

1 4 

A21 =6 , ^22 = 4 , A23 = —1 ； 

Asi = — 5 ， As2 = — 5 , A 33 —5 . 


例 3 计算下面的行列式 : 


2 11—3 


1 1 


一 14 


1/3 1 一 1 1/2 

-1 1 0 1/2 

1/2 0 1—1 


1 2 0 一1 


(3) —1 3 5 1 2 ； (4) 3 2 1 1/2 0 . 

33121 1—101 2 

2 1 0 3 5 2 1 3 0 1/2 

解先利用行列式的性质使某行(列)元素变得只有一个不为 
零，再按此行(列 ) 展开，可反复如此进行. 


(1) D : 


0 1 —3 fSff 


: -1) 4+2 2 1 —3 


0 0 
-1 -5 =1 


(2) D 


丄 


c Z X2 3 2 2 

C 4 X 2 


12-11 
一 3 2 0 1 
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n —2ri I 
r3+ n 12 


-700-2 
4 3 0 3 

0 3 0 1 


按第 3 列展开 i 

12 


-l ) 1 


一 7 0 -2 

4 3 3 

一 3 2 1 


n + 2r 3 J_ 
r 2 ~3r 3 12 


-13 
13 
一 3 



0 

0 


13 
12 • 



0 

1 

0 

0 

0 


2 

0 

1 

2 

1 

C3 — 2c2 

-1 

3 

-1 

4 

-10 

(3) D 

C4I C2 

C5 —4c2 

3 

3 

—5 

5 

-11 


2 

1 

-2 

4 

1 


按第 i 行展开 


1 

2 

1 

一 1 

4 

-10 

-5 

5 

-11 

一 2 

1 

4 

1 



0 

1 

0 


C4 — C2 

1 

-1 

5 

— 

C3 — C1 

CI — 2C2 

13 

-5 

2 

— 


6 

-2 

2 



1 

0 


0 

C2 — 5ci 

13 

-63 


111 

C3 + 9 Cl 



6 

-28 


57 


按第 1 行展开 


-483, 


13 
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(4) D 


?X2 


c 3 X2 8 
C4 X 2 


厂3+ / 


T5 + 3 A 


1 1 0 2-2 

2 0-12 4 

3 4 110 

1 -2 0 2 4 

2 2 3 0 1 

1 1 0 2-2 

2 0-12 4 

5 4 0 3 4 

1 -2 0 2 4 

8 2 0 6 13 


按第 3 列展开 


: 一 l) 2+3 (-l) 


5 4 

1 -2 


C4+ ( 


C2 — Cl 
C3 — 2 Cl 


0 

0 

— 1 

-7 

—3 

0 

-6 

-10 

-1 

-7 

-3 

0 

-6 

-10 

1 


按第 1 行展开 1 


1 —’ 

C3 + 2ci 

'-3 0 0 

-6 -10 7 

按第2行展开 _3^ —7 

8 -10 




例4计算下列 n 阶行 列式： 


一 2 
4 
4 
13 
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( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


(5) 


x y 0 •• 

•• 0 

0 

0 x y •• 

•• 0 

0 


0 0 0 ••• x y 


r 

0 

0 … 

0 


ax 一 bi 

ax 一 fe 

… 

ox bn 

az 一 bi 

az 一 fe 

… 

Q2 bn 

On bl 

dn b2 

… 

On bn 

XI ~ 

—m 

X2 

… 

Xn 

XI 

X2 — m 

… 

Xn 

XI 

1 2 

2 2 

X2 

2 ... 

2 - 

2 

2 

Xn — m 

2 

2 

3 … 

2 

9 


2 2 2 ••• 7i I 

1 2 3 n + 1 n 

1 —1 0 ••• 0 0 

0 2 —2 ••• 0 0 

••• • • • ••• ••• 

0 0 0 n + 1 1 _ n 


解 


x y 

(1) 按第 1 列展 ° X 


0 

0 


0 

0 


0 


0 


0 


x 
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+ (—l， +1 y 


x y 


0 0 


0 0 

0 0 

x y 


= x 


c n_1 +(-ir 


y • r 


c n +(-i r 


(2) 见第三节例 6. 

I cn — bi ， n = 1 ? 

(oi）(61 —fe ) ， n =2 , 

Lo ， . 


n 

/j xi — m X 2 



Xn 


Cl + C2 + *•* + Cn 

(3)D 


/j xi — m X 2 — m 



Xn 


xi — m X 2 … Xn — m 



2,3,- 


Yj Xi 


X2 


0 0 


(—1 ) n l xi ~ w] m 11 ] 


(4) D'- 


= 2,3,- 


2 0 0 
0 0 1 


0 

0 

0 
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2 


0 


0 


n 一 2 



按第 1 行展开 


0 


0 

0 


—1) 


n —2 I 


(5) D'- 


—2 ( 71 — 2 ) 


Cl r C2I - •••I - C n 


n(rr\~l) 
2 
0 
0 


2 3 

一 1 0 

2 -2 


i 一 1 

0 

0 


按第 1 列展开 


0 

一 1 0 

2 -2 

0 0 


0 


I —1 1 — T 

0 
0 


I — 1 1 — T 


= ( _ ir -i n(n+l) (n _ 1) , =(-i)»+ 1 (ri +i) 1/2. 

行列式一题多解是很普遍的，为了节省篇幅，只选了 一种解 
法，读者可自行尝试用其它方法进行计算 . 

例 5 证明： 


( 1 ) 


( 2 ) 


® 1 1 ' 

1 cn 0 • 

1 0 CE ' 

10 0- 
x 0 0 

一 1 x 0 

0 —1 x 


' On\ GP 




ti 


ao 

ax 

az 


0 


0 0 
0 0 


—1 x~\~ 


Cln—l 


/+ dn- 


Qn-l X 


1 +•••+ ax x~\~ 


ao ； 
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(3) 


(4) 


(5) 


crh P aP 0 … 

1 crh P aP … 
0 1 crh P … 

0 0 0 … 

cosa 1 0 

1 2 cosa 1 

0 1 2 cosa 

0 0 0 

ax 1 1 

1 1+02 1 

1 1 1+03 


ax m." an 


i+S 


di v 


证 


-(3 re+1 


a 一 (3 


1 crhP 

0 0 

0 0 

0 0 


1 2cosa 

•• 1 
•• 1 


: cos7ia ； 


1 + 


(1) D z 


_§ 


CP - 2 — 1 

i= 1 必 


cn 02 ••• an\ ao 


( 2 ) 


D = 


- n-i /x 1 0 0 % 


2,3, 


0 0 0 
0 0 0 


CLn 


■ I : 


cu i 


x 0 0 ••• 0 
0 x 0 ••• 0 


0 


ai 


O ) 

ca~\~ ao /x 
+ ai / x~\~ w I % 


X CLn—2 I Qn 


-3 / %+•••+ W /X n 


0 X~\~ On-l + Qn-2 / %+•••+ OP /X n 1 
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— X n 1 (%+ On-l + Cln-2 /%+•••+ O) / x" 1 ) 

= x n ^ On-i % n 1 + •••+ ax x ~\~ ao . 

(3) 对〃用数学归纳法. 

当2时，直接计算可得 

D 2 = a aP +[? = 豆 . 

a — p 

设对 n ~ l 结论成立， 

D„-i = = cT 1 + «"-，••+， - 2 + 卩 

a — p 

对 n 情形，将 从第 1列分成两项之和，则 

a aP 0 • • • 0 0 

1 crh P aP … 0 0 

Dn = 0 1 crhP ••• 0 0 

• •• • •• • • • ••• ••• 

0 0 0 … 1 crh P 

P a (3 0 ••• 0 0 

0 crh P aP … 0 0 

+ 0 1 crh P ••• 0 0 

• • • ••• ••• ••• • • • 

0 0 0 … 1 crh P 

对第一个行列式进行运算 c l+1 — ya ，得 

a 0 ••• 0 0 

1 a … 0 0 

Dn — 0 1 … 0 0 + PZ ) n-l — a n _ h PZ ) n-l 

• _« ••• • • • ••• 

0 0 … 1 a 

n + 1 _ O 1 

= a "+ cT 1 pH - h 1 + 扩 = - ^ 二 ^ . 

a — p 

(4) 用数学归纳法. 

当 n =2 时，直接计算得 Ife = 2 cos 2 a~l = cos 2 a . 
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设当 n ~ l 时结论成立， 

Dn-i — co s ( 71— 1 )a. 

当 《 时，按第《行展开，得 

Dn 2c0 S OiDn _ 1 Dn _ 2 


— 2cosacos(n 一 1 )a 一 cos(n 一 2 )a 

— 2cosacos(7i 一 1 )a 一 cos[(tt 一 1 )a 一 a] 

— 2 cosacos(^i 一 1 )a 一 cos(n 一 1 )acosa 一 sin (7 i 一 1 )asina 
= cos (7 i 一 1 )acosa 一 sin(n 一 1 ) osina 


= co s 7 ia . 

(5 ) 将从的每个元素看作两项和，则 

ax~\~\ 1 … 1 

1 GE + 1 … 1 

Dn ~ * * * • • • • •* 


1 1 … 

1 1 1 


0 

0 

0 

On 


ai + 1 1 

1 az~\~l 


L +1 


f 第二个行列式进行运算 C t 一 & ， G=1 ， 2，… ，fl ) ，则 


Dn 


dn D n~\ \~ 


— On ( On-1 Dn-2 ~T OX CH … On~2 ) OX 02 … On_l 


= dnan-i ••• cn D\ + ax 优 •"《« + ••• + a? - an-i 

= anan-\ ••• ge {ax \ 1)+ cb 03 ••• I ••• I ax ai … dn-i 


= cuan-i ••• cn 

例 6 证明： 


1+S 
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( 1 ) 


ax\\x an + x ••• axn~r x 

m ~r x a22 + x ••• (Kn~r x 

CLnX ~I~ X dn2. ~I~ % * * * Cbin ~I~ % 


an ax2 

an 022 

Qnl dn2 


CH n 


(Hn 


+ % 2 ; 

i= 1 /= 1 


dnn 


(2)2 2 = 

i= 1 y=l 


an " 

~ 0-2 

an ~ 

~ ai3 

… axu-\) ~ 

QX n 

GE1 ' 

— aii 

CE2 - 

~ 023 

… OZ(n-l) ~ 

OZn 

On\ ~ 

—CU& 

CinZ ~ 

_ Oni 

… On(n-l) ~ 

-^ 


证用 D 表示右端第一个行列式 丄^为 D 中元素 a (/的代数 
余 子式 ; 以 △ 记左端行列式，将 △ 中第 1 列看作两项之和，有 


△= 

cai ax2~\~ x ••• 

OX n 1 % 

+ 

x a\2 ~r x … 

OX n 1 % 


On\ (M.^T % … 

Clnn ~1 ~ X 


x an2~\~ x 

dnn ~1 ~ % 


an ai 2 -\-x ••• 

0-n~\~ X 


1 ax 2 ~r x … 

01/1+ X 

Onl Cb&~\~ X •** 

(Inn ~~ I - X 

+ A ； 

1 x … 

Qnn ~~I - X 


对后一行列式施行运算 o_ —a % ( 产 2 ， 3 ， … ， n ) ，得 


△= 

CR1 dX2~\~ X ••• 

QX n 1 X 

+ X 

1 ax2 •• 

'• OXn 


ctni cu&^rx … 

Cinn ~1 ~ X 


1 (b& •' 

'• dnn 


CBl CH2 X ••• CHn~T X 

• • • • • • • • • 

dn\ CU& ~T X • • • dnn X 

再将前一行列式第 2 列分成两项之和，可得 
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an an axz \ x ••• a\n\x 

A= . ••• ••• + x 2 Az + x 2 Ai 

i= 1 i= 1 

dnl Qn2 ClnZ I X * * * Qnn I X 

如此反复进行，可得 




an •• 

•• CUn 

Onl •' 

•• dnn 

an 

•• OXn 

Onl •' 

•• Qnn 


+ X Ain X Ai 


+ y^Aij . 


(2) 在题 (1 冲令%=1，即得 



G&l+l 

012+1 … 

axn~r \ 

i= 1 j=l 

021 + 1 

022+1 … 

azn~r 1 

drd 1 1 

Cln2 \ 1 … 

Qnn 1 1 


an 

ax2 • 

* OXn 

an 

022 • 

• ain 

dnl 

On2 • 

• Qnn 


在右端两行列式中进行 c t - c l+ i G =1 ，2，… ， n —1) 运算，得 



an - 

— C&2 

ax2 — 

'G&3 •- 

au-D ~ 

— CUn 

ain + 1 

2 = 

i= 1 j= 1 

m ~ 

— az2 

ait — 

'm •• 

'• CC(n-l) _ 

~ CUn 

ain + 1 

dnl ~ 

—a<& 

OnZ 一 

cun •' 

，• dn(n-l) ~ 

dnn 

CLnn ~1 ~ 1 


an + ai 2 oi 2 _ c&3 ••• ou/i-i) _ ain ain 
az\ — 022 QZ2 — GE3 ••• CEC/i-l) — QZn a2 n 
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Onl — OnZ 


dnZ cua 


dn( n _ 1 ) dnn CLnn 



将右端第一行列式最后一列分成两项之和，则 



axi ~ 

~ ax2 

ax2 ~ 

~ GQ3 *' 

•• OHn-l) ~ 

— din 

Yj YjAh = 

i= 1 j=l 

azi ~ 

~ 022 

an ~ 

_ GE3 *' 

•• 02(/i-1) _ 

— OZn 


Cbi\ ~ 

CLt& 

On2 - 

— On3 *' 

•• On(n-l) ~ 

-ann 


例 7 计算下面的 n 阶行 列式 : 


1 2 3 … n 

2 3 4 … 1 

(1) 3 4 5 … 2 


n 1 2 n —1 


( 2 ) 


(3) 


X a a a … a 

6 a P P ••• P 

6 P a P ••• P 

6 P P a ••• P 

'• • • • • • • • • • • • • • 

6 P P P ••• a 


X 

a 

a … 

a 

a 

a 

X 

a … 

a 

a 

a 

— a 

x … 

a 

a 


( 4 ) 


— a — a — a … — a x 

x y y … y y 

z x y … y y 

z z x ••• y y 


z z z ••• x y 

z z z ••• z x 
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XI X2 


2 2 

XI X2 


n~2 n~2 n~2 

XI X2 ••• Xn 


解 ^ 阶行列式的计算可以利用行列式性质与按行(列 ) 展开 
定理.对于一些特殊形式的行列式，还可利用范德蒙行列式的结果. 

12 3— n 

1 3 4 … 1 

( 1 ) D = auerij 145... 2 

• ••• • • • ••• 

1 1 2 … n — 1 


R ( nr {- I ) 
= 2 ， 3 ，…， /I 2 


0 1 — n 


1 1 — 71 


士女 ci 展开 tt \~ 1 ) 

2 


Ci — c i 1 72 ( n~\~ 1 ) 

= 2 ， 3 ，…， /I 2 


0 — n \ 


0 0 


ri ( rt ~ I ~ 1 、 ( n — 1 )( n. — 2 ) _9 

: o (~1) 2 (-l)(-n) n ~ 2 


• 90 • 



(一 1)"( 


n I n _ 1 
n-l) ILJU2^_ 


\ a a ••• a a 

0 a —— (3 0 ••• 0 (3 —— a 

(2) D •=‘” 0 0 a——P ••• 0 P——a 

l 5*** -L 


CrA~ Cl + •••+ Cn—1 


b P P ••• P a I 
X a a ••• a (n — 1 )a 

0 a — P 0 ••• 0 0 

0 0 a — P ••• 0 0 


b P P ••• P a+ (n —— 2)pl 


a — P … 0 


^^入 0 


P a + ( n — 2)(31 


+ (-ir 


a (n 一 1 )a 

0 0 


= X(a — P) n 2 [crh (n — 2)P] 

• ( —1 产 6( —1 ， ( n-l )a(a-(3) n_2 

=(a —— (3)° 2 [Xcrh (n —— 2 )X^ —— (n —— 1 )a6]. 



x~r a a — x 

0 … 

0 

ri — rz 

— a 

X 

a … 

a 

(3 ) Dn - 

— a 

~a 

x … 

a 


— a 


~a 


— a 


x 
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按 ei 展开 



— a 

a 

a … 

， a 


— a 

X 

a … 

， a 

(x~r a)Dn-i + 

— a - 

~a 

x 

， a 


— a - 

~a - 

— a ••• 

* X 


:= ( x~\~ a)Dn-\ —a( x~a) n 1 • ① 

i— Z ,o 

因为 D „= D '„ ，故将 fit 换成一 a 后行列式值不变， gp 有 

Dn = (x~a) Dn \ + a(x+ a) n l . ② 

联立式①、②解得 

n (x~\~ a) nJ r (x — g) n 

L)n (-) • 


解得 


(4 ) 当时，利用上题解法，得 

f Dn = { x ~ z ) Dn -\-\~ z { x ~ y) n ~ l 
\ Dn = ( x ~ y ) Dn - i ~\- y ( x ~ z) n 1 
p . y ( x — z Y — z ( x — yY 


当 


Dn ：' 


时， 


2 + ...+ C 


i=2 ,3 


yi 

1 y y * * * 

1 x y 

=1 X X 

1 y y * * * 

1 y y 

0 x — y 0 . 

0 0 x — y . 


[%+(^—l)y] 


y 

0 

0 


[%+ (^― l ) y ] 


I 0 0 0 x — y 

— (% —y) n — 1 \^x~\~ (n~l )y~]. 

(5) 用加边法•考虑 n + l 阶范德蒙行列式 
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g ( x) z 


Xi 


XI 


2 2 

XI X2 


nr~2 

XI 

ra — 1 

XI 

xl 


ir~2 

X2 

n—1 

xz 

X2 


Xn 

2 

Xn 


rr~2 

Xn 

rr~\ 

Xn 

Xn 


〉: Cx Xi ) 丄丄 Cxi Xj ) •, 

i = 1 l^/*^ 


所求行列式即 gU ) 中元素 f 1 的余子式 Mnn+l , 

Dn= Mnn+1= —Ann+1 . 

由 gU ) 的表达式知， ^ _1 的系数为 

Anw¥\ = — ~\~ X2 Xn) JJ (Xi — Xj ), 

1 ^ n 

故 Dn 〉 : Xk 丄丄 C Xi Xj • 

k = 1 1 ^ n 

例 8 计算 /( x +1)—/ U )， 其中 

. 0 0 0 ••• 0 x 

2 0 0 ••• 0 % 


f ( x )= 


13 3 0 

• • • • • • • • • • • • 

-i 2 3 

丄 Tl C n C n 

1 n~\~l Cn+l Cn+l 


0 ^ 


n _ 1 n 

Cn X 

n—1 re+1 

Cn+\ X 


解 /(%+ l ) 与 /( a ;) 仅行列式第 n+ 1 列不同，故 

f(x+l 

0 0 0 ••• 0 1 

2 0 0 … 0 2 x~\~l 

3 3 0 … 0 3% 2 ~\~3 x~\~l 


1 


2 3 ra—1 re~l I I i 

Cn Cn ••• Cn TlX 十•••十丄 

,• Cn+l (n~\~l )^ ra + •••+! 
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c n +i — 尤 a 


!•= 1，2，.••，/! 


0 0 

0 0 

3 0 


0 0 
0 0 
0 0 


2 3 n~\ 

n Cn Cn ••• Cn U 

n~\~l Cn+i Cn+i … cH+1 (n~\~l )x n 


=( rr\~ 1) \x n . 

例 9 证明： 〃阶行列式 

2 一1 0 … 

—1 2 —1 … 

0 一1 2 … 

Dn = 


0 0 0 … 

0 0 0 … 


0 

0 

0 


0 

0 

0 


0 

0 

0 


— n ~\~ 1 • 


一 1 2 一 1 
0 -1 2 


证用数学归纳法. 

当打=1时 ， A =2，结论 成立. 

设时，结论成立.贝1]当 A :+ l 时 

—1 一1 0 0 0 0 

0 2 —1 … 0 0 0 


0 0 0 一1 2 —1 
0 0 0 … 0 —1 2 


Dk~ 1 


按第1行展开 


2 D k 


= 2Dk 一 Dk-i =2( k~\~ 1 ) — k = (k~\~l )+1. 

命题得证. 

应用数学归纳法可以做证明题，也可以做计算题.例9所用称 
为第二数学归纳法，它与第一数学归纳法的区别在于归纳法的第 
二步 : 第一数学归纳法是设第二数学归纳法是设例9 
涉及递推过程，〃，故用第二数学归纳法. 
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第五节克拉默 (Cramer ) 法则 

主要内容 

1 . 克拉默法则 若线性方程组 

an xi^r ax2 %2^r axnXn = b\ , 

J an xi^r w.2 %2~\~ aznXn = k , ^ 

^ dnl Xl ~I~ Cln2 X2 ~I~ • • • ~I~ Clnn % n bn 

的系数矩阵 

an ax2 ••• can 

azi az 2 ••• ain 

A = 

- dnl On2 … Onn - 

的行列式炉⑷乒 0 ，则线性方程组①有解，且解是唯一的，可以表为 

— Dl _ — — Dn 

xi = d ， X 2 = d ， ••• ， Xn= d ， 

式中 a 是将 £> 中第 y 列换作方程组①中常数项 & ，&，…，所 
得的行歹 1 试 ()=1 ，2，…， n ). 

2 . 定理 若齐次线性方程组 

an xi + CS2 %2 + •••+ canXi ,~0 , 

an xi~r CE2 %2 + •••+ aznX„ = 0 , ② 

GW %\ ~ I ~ (Jni X2 ~ I ~ • . • ^ | ' (Xnn X n 0 

的系数矩阵的行列式 |A | 尹0,则它只有零解.若方程组②有非零 
解，则必有 \A |=0 . 

疑难解析 

克拉默法则有什么意义？ 

解 克拉默法在线性方程组理论上有重大的价值，它明确给 
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出了线性方程组①的解与方程组系数之间的关系，指出了齐次线 
性方程组②在 |A | 乒0时只有零解. 

克拉默法则只在方程组方程个数与未知量个数相同时适用. 
由于解一个《个未知量 n 个方程的方程组时，要计算 n +1 个阶 
行列式，所以在使用上是不够方便的. 


方法、技巧与典型例题分析 


例1用克拉默法则解下列线性方 程组: 


( 1 ) 


( 2 ) 


XI 

— X2 

+3 

X3 

+2 

X4 

= 6 , 

XI 

— 3x2 +3 

X3 

+2 

X4 

, 

XI 

— X2 

— 

XS 

+2 

X4 

= 3 ， 

XI 

— X2 

+3 

X3 

— 

X4 

= 4; 

XI 

~\~2x2 

+ 3 X3 

—2xa = 6 , 

XI 

— X2 

-2 

X3 

一 3%4 

= 8, 

XI 

~\~2%2 

— 

X3 

+2 

X4 

= 4 , 

XI 

— 3x2 +2 

X3 

+ 

X4 

—— _i 


xi~r2x2 一 2 X3~r 4x4 一 %5 = _1 ， 

2xi — %2 3 %3 — 4 ： x4~r2x5 = 8 , 

( 3 ) 3xi~r %2 — %3~t2x4 — % 5 = 3 ， 
4： xi ~\~3 x 2 -\~4： x 3 + 2%4 + 2 %5 = —2 , 
XI — X2 — X3\ 2x4 —3 X5 = —3 ； 
5xi \ 6x2 — 1 , 

%i + 5 %2 + 6 %3 — 0 , 

(4 ) %2 + 5 %3 + 6 %4 — 0, 

%3 + 5 %4 + 6 — 0 , 

X4~r5x5 — 1 . 


解计算行列式 Z ) 与从，注意计算的正确性. 

(1) D= —709^0， Di = —70，D2= —70 , Ds = —70 , D\ = 
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-70 .故方程组有唯 一解： 


XI - 


_Dl_ 

D ' 


X 2 - 


D ~ 


XS - 


_ D ^_ 

D ~ 


xa - 


D ~ 


(2) D = 324 ,Di = 324 , Dz = 648 , Ds = -324 , Da = —648 •故 
方程组有唯 一解： 

%1 ~ 1 ? %2 — 2 , XS — — 1 ， X4 — —2 . 

(3) D = 24 , Z)i = 96 , Z >2 = —336 ， Z >3 = —96 , D \ = 168 , Dr ,= 
312 ，故方程组有唯 一解： 

xi = 4 ： , X 2 = —14 , % 3 =— 4， xa=7 ^ X5 = 13 , 

(4) D =665 , Z)i =1 507 ，/ >2= —1 145 , D .3 =703 , Z >4 = —395 , 
1)5 = 212 ，故方程组有唯 一解： 


1 507 
' 665 


229 

_37 

79 

133 ，幻一 

"35 9 ^ 4 " 

133, 

次线性方程组 



-入) — C L 

i %2 + 

ixs =0 , 

2 xi ~\~ (3 — \) x2 ~\~ 

%3=0 , 

XI + 

欠 2+ (1 — 

- 入）％3=0 


212 
665 • 


有非零解的 X 值. 

解 即求得 Z )=0 的; V 值.因为 


1 -X -2 4 


1 —X X —3 

4一(1 一; V ) 2 

2 3 一 X 1 

C2 — C1 

2 1 一 X 

2 X 一1 

C3 — (1 — 入 ) C1 

1 1 1 一入 


1 0 

0 


(―I ) 3 


入一3 4—(1一入) 2 
1 —X 2X —1 


— X ( X —2 )( 入一3 ) , 


所以 ， Z )=0 时 X =0 ，2，3 .即 X =0 ，2，3时，方程组有非零解. 

例3 证明平面上三条不同直线 ax ~\~ by ~\~ c = 0 ^ bx ~\~ cy ~\~ a = 
0 , c %+ ay + b = 0 相交于一点的充分必要条件是 crh 6+ c = 0 . 

证 必要性设三条直线交于一点（％。 ， y 。） ，故%。 9 y = 
yo 9 z = l 是齐次线性方程组 
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f ax ~\~ by ~\~ c = 0 , 

^ bx ~\~ cy ~\~ a —0 , ① 

^ cx ~\~ ay ~\~ b = 0 

的一组非零解，则 Z )=0, 即 

a b c 

b c a = ( ar \~ b ~\- c )\^( a ~ b )~\- ( b~cf ( c~af ]—0 . 

cab 

因为 a ，6， c 不相同，所以必有 crh b ~\~ c = 0 . 

充分性若 crh 6+ c = 0 ，则由方程组①得 

f ax ~\~ by = — c ， 

^ bx ~\~ cy = —— a ， (D 

L 0= 0. 

证明方程组②有唯一解.用反证法，设方程组②的解不唯一， 
则必有 

d b o 9 

= ac—b =0 , ac = b ^0 . 

b c 

因为 

b = — ( crhc )^^ ac = [ — ( crhc )] 2 = a + 2 ac ~\~ c 
ac = ~(a ~\~c )^0^^ ac =0 . 

不妨设 a =0, 则由再由 a +6+ c = 0 Oc =0 ，这与 
三条不同直线假设矛盾.故 ac -6 V 0 ，方程组②有唯一解，即方程 
组①有唯一解，亦即三条不同直线交于一点. 

例 4 求一个二次多项式 / U )， 使/(1)=0，/(2)=3, 
/(— 3 )=28. 

解 设所求二次多项式为 /(%) = c ^ 2 + k + c ， 由题设可得一 
线性方程组 

/ (1)— ar \~ b ~\~ c = 0 , 
f (2 )= Acr \~2 b ~\~ c = 3 , 

/ ( — 3 )=9 a — 3 6 + c — 28 . 
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计算得 D = —20 ,Di = 一 40 , Dz =60 , D 3 = 一 20 ，解得 a =2 , b = 
一 3 , c=l .故所求多项式为 


例5 


f ( x )= 2 x ^ — 3 x+l . 


x 

设 f ( x )= 2 


1 2+ x 

2 4 ，证 明 ： /'U )=0 有小于 
x ~ h 2 4 一 x 


1的正根. 

证 因为 /( x ) 是一个多项式，所以/(幻在[0，1]上连续，在 
(0,1) 内可导.又 



0 ] 

L 2 


1 1 3 

/(0)= 

2 \ 

> 4 

= 0, /(1)= 

2 2 4 


3 ( L 

2 4 


3 3 3 


故 /( x ) 满足罗尔定理条件，必有自6(0，1)，使得/(自)=0,即 
/'(%)有小于1的正根. 

例 6设 a ，《，― , a , 是数域 P 中互不相同的数， & ， fo ，…， 
bn 是数域 P 中任一组给定的数，用克拉默法则证明 :存在 唯一的 

数域 P 上的多项式/(%)= 0 > %" 1 ~\~ a x n M - + c »- 1 ，使 

/(cu )= bi , i = 1 ,2 ,••• , n . 

证 考虑线性方程组 

xi ~h ai X2~i - h ax 1 Xn=h , 

x\~\~ m X2~\ - h az 1 Xn= fe , 


其系数行列式为一范德蒙行列式.由于 《 ，…， & 互不相同，因 
此系数行列式不为零，方程组有唯一解.不妨设其解为 


XI = C»-l , XI = Cn-2 , ••• , Xn = C0 . 

于是，多项式 

f ( x )= co x n 1 ~\~ a x n 2 H - hc»-1 

是次数小于 ra 的多项式，且满足 f ( cu )= bi , i = l ，2，…， ra . 又由方 
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程组解的唯一性知，这个多项式也是唯一的. 
例 7 设水银密度 h 与温度 t 的关系为 

h = GP+ai t~\~ ai t (b i , 

由实验测得数据如表 2-1 所示。 


表 2-1 水银密度与温度的实验数据 


t/°C 

0 

10 

20 

30 

h/ (g/cm 3 ) 

13 .60 

13.57 

13.55 

13.52 


求 ^=15° C ，40° C 时水银密度(准确到小数两位）. 

解 代入数据，得方程组 

w =13 .60 , 

cd + IOoi + 100«2+ 1 OOOob —13 .57 , ① 

0) + 20 go +400^2+8 000® —13 .55 , 

0) + 3001 + 90002+27 000 03 —13 .52 . 

将從=13 .60 代入方程组①中其它方程，得 
ca~\~10az~\- 100 ob > = —0 .003 , 

2 ax +40 02 + 800®= —0.005， ② 


3 G& + 90a2+2 700® — —0 .008 . 

因为方程组②的系数行列式 d=l2 000 ； d\ = —50 ,d2 = l .8 ,(h = 
-0 .04 ，解得 


0) = 13 .60 , a = ~0 .004 2 , az=0 .000 15 , cb = — 0 .000 003 3 , 


故所求关系式为 

/i(0=13 .60—0 .004 2rh0 .000 15 / 
-o .000 003 3t 3 , 

从而 "(15)=13 .56 ， "(40)=13 .46 • 
例 8 图 2 .1 表 tk ―^电路网络，每条 
线上标出的数字是电阻，点 E 接地，由点 
ZJ、 {/、 Z 通入电流，强度均为 100A ，求 
这四点的电位(用基尔霍夫定律）. 


X Y 
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图 2. 1 





解 依基尔霍夫定律，建立方程组 

— 1\ + /4 + /5 

1\ 一 h + h 

h — h + b 

h 一 L 十 /8 — 100 . 

设点尤、1^、2电位分别为叉。力、队、為，则由 I = U / R 可得 
h = 2 Y 0 — 2 Xo 9 Is = 6 J[o y 

h^3Zo 一 3Ko 9 /6 = 7K 0 9 

/3 = 4J/o—4Z) , Ii = 8Zo , 


aoo, 

aoo, 

aoo , 


① 


h = Xo 一 Uo 9 Is = 5 Uo . 

代人式①得方程组 

9 Jo — 2Fo— Uo = 100, Jo=210 100/129 07 , 

-2Zo + 12Fo— 3^ = 100, F。= 188 400/129 07 ， 

-3Fo + 15Z> - 4t/o = 100 , ^ ^ = 183 300/129 07 ， 

-Jo - 4Zo + 10[/o = 100, f/u = 223 400/129 07. 


第六节拉普拉斯 （ Laplace ) 定理 
行列式的乘法规则 


主要内容 

1 . 定义在一个行列式中任意选定 ft 行 A 列 ( k < n ) ，位于这 
些行和列的交点上的 A ： 2 个元素按照原来的次序组成的一个 A 阶 
行列式 M ， M 称为行列式的一个 A ： 阶子式.在 D 中划去这 A 行 A 
列后余下的元素按照原来次序组成的 n ~ k 阶行列式^称为 

k 阶子式 M 的余子式. 

若 k 阶子式 M 在 D 中的所在行、列分另 U 为 ii ，&，…，&和夕， 
>，…，>，则（一称为 M 的代数余 

子式. 
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2 .引理 行列式 /) 的任一个子式 M 与它的代数余子式4 
的乘积中的每一项都是行列式£>的展开式中的一项，且符号也 
^■致. 

拉普拉斯定理 设在行列式中任意取定 A ) 行， 
由这 A 行元素所组成的一切 A 阶子式与它的代数余子式的乘积之 
和等于行列式£> . 

3 .定理 两个 ri 阶行列式 


bn bn ••• bin 

bn bn ••• bin 

bnl bnZ ••• bnn 

的乘积等于一个 《 阶行列式 




其中 Ci / 是 Di 中 i 行元素与中 J 列对应元素乘积之和 ， BP 


Cij = an biias.}x.j~\~Wnbnj . 


疑难解析 


怎样使用拉普拉斯定理？ 

答 拉普拉斯定理的应用主要在理论上，这将在后面逐渐学 
到.而实际用来计算行列式，还是不够方便. 

一般选择含零较多的 ft 行(也可以利用行列式性质将某些行化 
为尽可能多的含零元素 ) 来进行，找出其中不等于零的所有 A 级子 
式，与其对应的代数余子式作乘积并求和.注意不要遗漏与重复. 

方法、技巧与典型例题分析 

例1 计算下列行 列式： 
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( 1 ) 


1 

1 

0 

0 

0 

1 

XI 

X2 

0 

0 

0 

X3 

ax 

bl 

1 

1 

1 

Cl 

CE 

hi 

XI 

X2 

X3 

Cl 

GB 

fe 

2 

XI 

X2 

2 

X3 

a 

2 

XI 

X2 

0 

0 

0 

2 

xs 

CLn 





bn 



ax 

bi 





a 

di 



Cn 





dn 


( 2 ) 


解一般选 A 为2或3，这样 A 阶子式容易算出. 

(1) 将行列式按第1,2,6行展开，只有一个3阶子式不为零， 


故 


D = 

1 

1 

1 

/ -i \1+ 2+6 +1 + 2+6 

• (― 丄） 

1 

1 

1 

XI 

X2 

xs 

XI 

X2 

X3 


2 

XI 

2 

X2 

2 

X3 


2 

XI 

2 

X2 

2 

X3 

=[(^2 _ 

~ XI 

)(X3 

— XI )( %3 — X2 • 





(2) 将行列式按最上面一行与最下面一行（即第1 ，2 a 行)展 
开，只有一个2阶子式不为零，故 

D 2 n = {Ondtt — bnCn )( —1 ) 1+2 "+ 1 + 2n /) 2 n — | = ( ^, ^„ 一 bnCn ) Din-l 

再按 Z )2»- 2的第1行与第 (2 n — 2) 行展开，••• 

如此重复进行，最后得 


D2n = 丄丄 Cctidi — bid )Z?2 = 丄丄 (Cti di — bid ). 

i= 2 i= 1 

也可以将行列式按中间两行(即第 n , n + l 行)展开，再反复进 
行，得到相同结果. 

例 2 设 ft = k |与汉 =如|是《阶行列式，则 
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证题设所给《是“行乘列”形式. 

(1) 是“行乘行”形式.依行列式性质，故 

Cll C12 … Cln 

. C21 CZ2 … Cln 

Di D2 = D\D2= . 

Cn\ Cn2 … Cnn 

所以， Ci ) = 2 aikajk . 

k= 1 

(2) 是“列乘行”形式•因为仪 = D;，£k = D f 2 ， 故 Di £k = 
D\ Z>2 •所以， Ct) = 2 ^bjk . 

k= 1 

(3) 是“列乘列”形式•因为 A = 以，故 A 伙 = 伙•所以， 

Cij = X ] CLkibhj . 
k= 1 

例3 证明： 

cos2a cos(crh P) cos(crh7) cos(crh S) 
cos(P~ha) cos2P cos (P~h7) cos(P+S) 

=0 

cos (7+a) cos(7+P) cos2y cos (7+ S) 
cos(S+a) cos(S+ P) cos(S+7) cos2S 
证由三角函数的和、差公 式知： 
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cos a sin a 0 0 

cosP sinP 0 0 

cos 7 sin7 0 0 

cosS sin 8 0 0 


cosa 

cosP 

cos7 

cosS 

_ sina 

— sinP 

— sin 7 

— sinS 


0 0 0 0 
0 0 0 0 


= 0. 

例 4 计算 



1 

1 

1 •« 

.. 1 



%2 + l 

X3~rl 

，• Xn~\~ 1 

D= 

XI + XI 

X2~h X2 

xl~\~ X3 

*• Xn~\~ Xn 


ra—1 | n~2 

XI 十 

re - 1 | n~2 

X2 ~r X2 

1 | n~2 

X3 r X3 •' 

n~\ I n~ 

•• Xn "T Xn 


解由行列式乘法规则 



1 

0 

0 •- 

•• 0 

0 


1 

1 

1 • 

•• 1 


1 

1 

0 •• 

•• 0 

0 


XI 

XI 

X3 • 

•• Xn 

D = 

0 

1 

1 •• 

•• 0 

0 

• 

2 

XI 

XI 

X3 • 

•• Xn 


0 

0 

0 •. 

.• 1 

1 


n—1 

XI 

n — 1 

xz 

n—1 

X3 • 

ra — 1 

•• Xn 


= XX ( 一 %i ^ • 

i《n 
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第三章线性方程组 


本章讨论线性方程组的解与向量空间的有关概念.向量空间 
的理论与方法不仅是高等代数的基本数学概念，而且对其它自然 
科学与工程技术也是十分重要的. 

第一节消元法 

主要内容 

1 . 下列变换称为线性方程组 的初等 变换： 

(1) 用一个非零的数乘某一 方程； 

(2) 把一个方程的倍数加到另一方程上； 

(3) 互换两个方程的位置. 

初等变换总能把方程组变成同解的方程组. 

2. 定理 在齐次线性方程组 

ax\ xi ax2 X2~\~ 999 ~r axnXn = 0 , 
an xi I CE2 X2~r*"~r aznXn = 0 , 

(bl XI ~\~ Os2 X2 ~r Osn X n = 0 

中，若则方程必有非零解. 

an an ••• ax n b\ 


Onl CUiZ … dnn bn 

称为非齐次线性方程组的增广矩阵. 
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疑难解析 

消元法解线性方程组的理论依据是什么？它是怎样进行的？ 

答 消元法解线性方程组的理论依据是，线性方程组经初等 
变换后得到的方程组与原方程组同解. 

消元法解线性方程组的步 骤是： 

(1) 将方程组中某个方程的某个未知量的系数用初等变换法 
变为零.反复进行，得到一个阶梯形方程组. 

(2) 若在阶梯形方程组中最后一个等式是零等于一个非零的 
数，则可判定方程组无解，否则方程组有解. 

(3) 在有解的情形，若阶梯形方程组中方程的个数 r 等于未 
知量个数，则方程组有唯一解;若 r 小于未知量个数，则方程组有 
无穷多解. 

消元法解线性方程组可以在线性方程组的增广矩阵上进行， 
即 对增广矩阵施行相应的初等变换化为阶梯形矩阵，可以判别方 
程组是否有解，并用相应阶梯形方程组求出解. 

方法、技巧与典型例题分析 

一般，用消元法解线性方程组可以选择在增广矩阵上进行，写起 
来比较简便.但是要标记出所进行的初等变换，以便检查与阅读. 

例 1用消元法解线性方 程组： 

X1\3x2~\~5x3 — 4x4 — 1, 

XI \ 3x2 ~\~2xs — 2x4 X5 = —1 ， 

(1) XI — 2 + X3 — X4 一 X5=3 9 
XI —4^2 + X3 + X4 一 X5=3 9 
xi ~ r2x2 ~\- xs — XA ~\~ —1 ； 
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(2 r , 


(3)') 


Xll2x2 — 3xa~t2x5 = 1 , 

xi — %2 — 3 X3~r X4 — 3 X5 = 2 9 
2xi — 3x2 ~tA%3 — 5 %4 H - 2 %5 — 7 , 
-9xi — 9 + 6 一 16a ； 4+2a ；5 —25 ； 
xi — 2x2~r?>xz — 4 = 4 , 

X2 — XZ I X4 = — 3 ， 
XI~\~3x2 + X4 = l ^ 

— 7x2~\~3xs + X4 — — 3; 


(4)1 


3%i + 4x2 一 5 泊 + 7 X4=0 9 
°j%i — 3x2~r 3x3 — 2x4=0 , 
4 ： xi~\~11x2 —13+ 16%4 =0 , 

L 7 - 2 x 2 ~h %3 + 3 %4 = 0 • 

解对增广矩阵 A 施行初等行变换. 


( 1 ) 


"l 

3 

5 

-4 

0 

r 

1 

3 

2 

-2 

1 

一 1 

1 

-2 

1 

-1 

-1 

3 

1 

-4 

1 

1 

-1 

3 

_1 

2 

1 

-1 

1 

-1_ 


i=2 ,3 ,4 ,5 


13 5-40 

0 0 -3 2 1 

0 -5 -4 3 -1 

0 -7 -4 5 -1 

-0 -1-4 3 1 

3 5 -4 0 I 1 


r4 r rz 
r 5 ~ T 2 


0 0—3 

0 -5 -7 

0 7 — 7 

0 1—1 


1 -2 
0 0 

0 0 

0 0 
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"1 

0 

2 

-1 

0 

r 

0 

0 

-3 

2 

1 

一 2 

0 

0 

一 2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-0 

一 1 

一 1 

1 

0 

0- 


"1 

0 

2 

-1 

0 

r 

0 

0 

一 3 

2 

1 

-2 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-0 

一 1 

一 1 

1 

0 

0- 


o-io 1 

0 2 1 -2 


r2X 2 ° 
- > 0 


o-io 


11 / 2-1 
0 0 0 

0 0 0 


0 

0 

0 

1/2 

0 " 

0 

0 

1 

1/2 

-1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

一 1 

0 

0 

一 1/2 

1 - 

0 

0 

0 

1/2 

0 

一 1 

0 

0 

— 1/2 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1/2 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 



对应同解方程组为 


XI - 


X2 - 


X5 


X5 


X3=0 , 


X5 


-1 


一 1 


Xl = k ， 

X2 = k — 1 

A ； 3=0 , 

XA = k — 1 


- X5 - 


一 2k 


( k 为任意数）. 


方程组有无穷多解. 

下面各题中不再写出变换过程，请读者自己写出，变换过程不 
是唯一的，但解是确定的. 


( 2 ) 


1 

2 

0 

一 3 

2 


1" 



1 

-1 

一 3 

1 

一 3 


2 



2 

-3 

4 

-5 

2 


7 



9 

一 9 

6 

-16 

2 


^5- 




"1 

2 

0 

一 3 



2 

1 一 


0 

一 3 

一 3 

4 



-5 

1 


0 

0 

11 

一25/3 

29/3 

8/3 


-0 

0 

0 

0 



0 

-1- 


由增广矩阵第 4 行得等式 0= —1 显然不成立，故方程组无解 


(3) 


1 —2 3 -4 4" 

0 1 -1 1-3 

13 0 11 


1000-8 
0 10 0 3 

0 0 10 6 


-0—7 3 1 1 —3」 0 0 0 1 1 0 

方程组有唯一解 ：% i = —8 ,%2 = 3 9 xs = 6 9 x 4=0 . 

3 4 —5 7 1 0 —3/17 13/17 

2 —3 3 -2 0 1 —19/17 20/17 

4 11 -13 16 0 0 0 0 


(4) 


-2 


0 0 


0 


0 
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对应 


泊一 1+^=0, 


rr 

19 


lr 

20 




X2 ~Yj X^-\~^jXA=0 , 


XI - 

X2 : 

X3 : 
■ X4 z 


_13, 

17 /ci I ? ， 

_19, _20 z 
17 ^ \ 7 ^ ^ 

z h , 

: h 


Ga , fc 为任意常数）. 


方程组有无穷多解. 

例2 X 为何值时，方程组 


「+ \%2 + XZ ~\~ %4 = 1 ， 

^ XI + X2 + 入 + Xi = X^ 

^ + X2 + XZ + \%i = /C + A. 


有解？并求出其解. 



"1 X 11 

1 

解 A = 

11 X 1 

-1 1 1 入 

入 

入 2 +入- 


"1 

入 

1 

1 

1 

0 

1 一入 

入 一1 

0 

入 一1 

-0 

0 

1 -X 

入 一 1 

it - 


(1) 当 \一1 = 0,即 ； V =1 时， 


"liii 

r 


"1111 

r 

0 0 0 0 

0 

\ 

0 0 0 0 

1 

-0 0 0 0 

1 - 


-0 0 0 0 

0 - 


由 B 的第2行知 a = 1时方程组无解. 
(2) 当^1时， 


B — ^^ 0 1-1 0 一1 

0 0 1 —1 入 2 /( l — 入） 

因为方程个数小于未知量个数，方程组有无穷多解 
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r XI ~\~ \%2 + ^3 + A；4 — 1 , 


xs~r x^- 

X 2 — X 3 — 一 1 ， 


XI = 1 — \ —入似 

— 入 2 +人一 1 I 


X 3 — X 4 - 


1一入， 


X 3 


1-X 


1 一入 

X 4 = X 4 . 


X 4 


例3 X 取何值时，方程组 

Xxi + X 2 + %3 — 1 , 
XI + X%2 + %3 = 入， 
XI + X2 + \%3 — X 2 . 


有解？并求出其解. 


入 


解 因为 


入 


入 


(入 一 1 ) 2 ( X +2) ，所以 


(1) 当#1，；^一2时，1)^0,方程组有唯一解，可由克拉默 
法则或消元法求出 

-CX+1) _ L_ (\+1) 2 


XI - 


入+2 … 入+2’ A 入+2 • 

(2) 当 X =1 时，三个方程完全相同.此时方程个数小于未知 
量个数，故方程组有无穷多解 

X 1 = 1~ X 2 — X 3 , *2 ，％3为任意数. 

(3 ) —2 时，增广矩阵 



一 2 1 1 

r 

1 1 

-2 

4 

A = 

1 一 2 1 

-2 

0 1 

-1 

2 = S , 


_ 1 1-2 

4 _ 

0 0 

0 

1 


由 B 的第 3 行知，此时方程组无解. 
例4 a ，6取何值时，方程组 
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XI ~r X2 — %3 — 1 , 

2% i + ( a +2 ) x2 — (6+2 )%3 = 3 , 

—— ?> a%2 + ( crr 2 b ) x 3 = —— 3 • 

有解？并求出其解. 

1 1 一 1 

解因为 Z ) = 2 cr \~2 —(6+2) = a ( a — 6)，所以， 

0 3 a a ~\~2 b 

(1) 当 a —_ ，(^ Q 时， 1)乒0 ，由克拉默法则， 

xi = 1 一 l / a，％2 = l / a ， AJ 3 — 0 . 

方程组有唯一解. 

(2 ) 当 a — b = 0 ， a ^ O 时， 


A = 


"1 1 -1 

r 


"1 1 

-1 

r 

2 a ~ h 2 — a —2 

3 

'V 

/ 

0 a 

— a 

1 

-0 — 3 a 3 a 

—3 - 


-0 0 

0 

0- 


方程个数小于未知量个数，方程组有无穷多解. 

XI = 1 —1 / a ， 


f 1+ … 

(3) 当 a =0,6 取任意数时， 


%2 = 1 / cr \~ %3 

■ X 3 = X 3 . 



"1 1 -1 

r 

1 1 

-1 

A = 

2 2 — b 一 2 

3 

^> 0 0 

—b 


-0 0 2 b 

—3 - 

0 0 

0 


B ， 


由 B 的第3行知，方程组无解. 

第二节〃维向量空间与线性相关性 


主要内容 

. 定义1数域 P 上一个 w 维向量是由数域 P 中〃个数组 
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成的有序数组 （GQ ，…， On )， CU 称为向量的 分量. 

2 .定义 2 若71 维向量 a = (ai ,••• ， an ) , P = (bi , fe ，…， bn ) 
的对应分量都相等 ，即 cu=bi ( i = l ，2,…，71)， 则称这两个 向量相 
等 ，记为 a = P . 

3 . 定义 3 向量7= (ai + 6 i ，戊+ & , • • • y an ~\~ bn )称为向量 a 
= O ，⑦，… ， cin ) 与 ( bi ， k ，…， bn )的和，记为 7= a + P •有性 
质： 

a+ P= P~h a, a+ ( P+ 7)= ( a+ P) + 7. 

4 .定义 4 向量 0=(0， 0，…， 0) 称为零 向量； 向量 
(~ ai ，一 02，…，一 ) 称为向量 a = ( ai ，《2，…，仏）的 负向量 ，记为 
一 ex .有 性质： 

a+0— a , a+ ( — a)=0 , a — P= a+ ( — (3). 

5 . 定义 5 设 k 为数域 P 中的数，向量 （ Aai ， A :«2 ，…， ) 称 
为向量 a = ( ai ，《2，… ，0 n ) 与数 k 的数 量乘积 ，记为 ka .有 性质： 

k( a+ ka~\~ /cP , (k~\~ l)a= ka~\~ la , 

k(la )= (A:Z)a, 1 a= a, 0a=0 , 

(—1)0：=— ex ， A 0=0 , kay^O ( ky^O , a ^0) 

6 .定义 6 设 F 是数域 P 上〃维向量的非空集合，若对任意 

和 A ： ep ， 有和紜 evs 则称 f 是数域尸上的 w 
维向量空间. 

7 .定义 7 若有数域 P 中的数 /b ， fc ，…， A :.、， 使 

a= fc 译 + A：2 ft + • • •+ fc 这， 

则 称向量 cx 为向量 ft ， ft ，…，的 一个线性组合 .也称向量 a 可以 
经0 ，ft， …氺 线性表出. 

8 • 定义 8若向量组 ai ， os ，•••，〜 中每一个向量⑴ （ i = 1，2 ， 
… ，0 都可以经向量组 ，( i ，…， 线性表出 ，则 向量组 CQ ，02，…， 
a , 称为可以经向量组 ft ，ft ，…， ft 线性表出 .若两个向量组可以 
相互线性表出，则称这两个向量组 等价. 

向量组之间的等价具有以下 性质： 
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(1) 反身性每一个向量组都与自身 等价； 

(2) 对称性若向量组 CX 1 ，02，…，0：、与 Pi ，…，译等价，贝 1 J 
向量组择 ，( i ，…，译也与 CO ，02，…， as 等价； 

(3) 传递性若向量组 ai ，02，…， ctn 与 Pi ，…， ft 等价， ( J ， 
ft ，… ，译 与％，…，％等价，则向量组 ca ，02，…，％与 H 
…， Ip 等价. 

9 .定义 9若向量组 m ，02，•••，％ ( s >2) 中有一个向量可以 
由其余向量线性表出，则向量组 m ，02，•••，％称为 线性相关的. 

任何一个包含零向量的向量组一定是线性相关的.在 P 为实 
数域且为三维时， ca 与02线性相关，表示为 ca = A : a 2 ( 或02 = 
ka \ ) ，表示向量 ca 与02共线;三个向量 ai , ok , 03线性相关的几 
何意义是它们共面. 

10. 定义10 若有数域 P 中不全为零的数 An ， fc ，…， fc ，使 

k \ ai + Jt2 02 + • • • + fc a s — 0 , 

则称向量组 m ， 02，•••，& 0?>1)为 线性相关的. 

11. 定义11 若没有不全为零的数 fo ， fc ，…， A ：, ，使 

k \ ai + fc a2 + • • •+ A :. a s = 0 , 

则称向量组 ai ， 02，•••，()：《 ( n > l ) 线性无关. 

若一个向量组的一部分线性相关，则这个向量组线性 相关; 若 
一个向量组线性无关，则它的任何一个非空部分组也线性无关. 

12 . 定理1 设 ai ，02，… ，⑺与 Pi ，[ i ，…，是两个向量组， 
若 

(1 ) 向量组 (XI ， 02 ，•••，〜 可以经 ft ，…， ft 线性表出， 

(2) r >5, 

则向量组 ca ，02 ,••• , as 必线性相关. 

推论 1若向量组 ai ，《2，…， a r 可以经向量组 Pi ，…， ft 线 
性表出，且 ai ，02，•••，〜线性无关，则 . 

推论 2任意〃+1个 n 维向量必线性相关. 

推论 3两个线性无关的等价向量组必含有相同个数的向量. 
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13. 定义 12 若一个向量组的部分组是线性无关的，并且从 
向量组中任意添加一个向量到此部分组后所得向量组都线性相 
关，则此部分组称为向量组的一个 极大无关组. 

一个向量组的极大无关组一般不唯一. 

任意一个极大无关组都与向量组本身等价. 

14 . 定理2 —个向量组的极大无关组含有相同个数的向量. 
15. 定义13 向量组的极大线性无关组所含向量的个数称为 
向量组的秩. 

一个向量组线性无关的充分必要条件为它的秩与它所含的向 
量个数相同. 

等价的向量组有相同的秩. 

全部由零向量组成的向量组的秩规定为零. 

疑难解析 

1 . 向量组的线性相关与线性无关有哪些性质？ 

答 （1) 包含零向量的向量组必线性相关； 

(2) 只含一个非零向量的向量组必线性 无关； 

(3) 当时，向量组 ai ，02，…， a ., 线性相关的充要条件是 
其中至少有一个向量可由其余向量线性 表出； 

(4) 当时，向量组 ai ，02，…， a ., 线性无关的充要条件是 
组中任何一个向量都不能由其余向量线性 表出； 

(5 ) 当时， s 个 n 维向量必线性相关； 

(6) 若向量组的部分组线性相关，则向量组也线性相关，若向 
量组线性无关，则其任一非空部分组也线性 无关； 

(7) 若向量组线性无关，则添加分量后的向量组仍线性 无关； 
(8 ) 若向量组 ai ， os ，…， a ; 可由向量组 Pi ，择，…，炫线性表 

出，且，则 Ctl ，02，••• ， C (， 线性相关； 

(9 ) 若向量 (3 可由 ai ， os ，•••，&线性表出，且表示式唯一，贝 1 J 
ai ，02，…，&线性无关. 



2. 判别向量组的线性相关性有哪些常用方法？ 

答 （1) 用线性相关性定义.作 

A:i ai~\~kz 02 + •. • + fc . as = 0， 

比较等式两端向量的对应分量，建立以 As ， fc ，•••，& 为未知量的 
齐次方程组，讨论齐次方程组是否有非 零解； 

(2) 利用疑难解析1中线性相关与线性无关的 性质； 

(3 ) 利用向量组 ai ，02，•••，&的秩判别.若向量组的秩 r < s , 
则向量组线性相关;若向量组 的秩； •= s ，则向量组线性无关. 

3 .如何 求出一 组向量的最大无关组，并用最大无关组表示其 
余向量？ 

答 设有一组向量 ai ， os ，•••，&，作矩阵 ( a !， a ; ，…， a :). 
对 A 作初等行变换，化为阶梯形矩阵，并使左上角为； • 级单位阵， 
则 A 的秩为 r .即向量组的最大无关组所含向量个数为 r ，前；•列 
所对应向量即为向量组的一个最大无关组，后 s — ； •列的元素反映 
该列所对应向量与最大无关组向量的关系. 

方法、技巧与典型例题分析 

认真辨析向量组线性相关与线性无关的概念，熟悉有关的等 
价命题，会讨论向量组与向量组之间的线性相关性，能够求出一个 
向量组的极大无关组是本节的基本要求. 

例 1判断下列命题哪些正确？对正确的说明 理由； 对错误 
的举出反例. 

(1 ) 若 ai ， os ，…，&线性相关，贝 1 J 其中每一向量都是其余向 
量的线性 组合； 

(2 ) 若有一■组不全为零的数 fc ， fc ，•••，々.,，使得 fc ai + fc os + 

- hfca ., 尹 0 ，则 cu ，02 ，…， a , 线性无关； 

(3 ) 若有一组全为零的数，使 Oai +0 a 2 +…+ 0 a , = 0 ，则 ca ， 
02，•••，&线性相关； 

(4 ) 若两个 ra 维向量组 co ，02，… ， a ，与 Pi ，择，•••均线性无 
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关，则向量组 CC 1 ，02，…，％，译，…，也线性无关； 

(5) 若两个〃维向量组 ai ，02，… ， Os 与 Pi ，…， ft 均线性无 
关，则向量组 ca + (i , 02 + [ i ，…， a s +[ i 也线性无关； 

(6) ca ， os ，•••，％ 0>2)线性无关的充要条件是任意两个向 
量线性无关(即两两线性无关）. 

解 （1) 错.应为其中至少有一个向量能为其它向量线性表 
出.例如 ,ai = (l ,0),02= (0, l ), O 3= (0 ，2)是线性相关的，但 ca 
不能由02， as 线性表出. 

(2) 错.应为对任何一组不全为零的数 fo ，fc ，…， fc ， 使 fo cn 

+ fc 02 +…+ ¥= 0， ai ，02，…， a * 才线性无关•例如 ， ca = 

(1 ，1) ， Q 2= (2 ，2)，存在 fa = fc = l ， 使 foca + fco 2=(3 ，3)#0，但 
ai ，02线性相关. 

(3) 错.因为一组全为零的数 ， fc ，•••，&,对任何 s 个向量都 
有 A:i ca + fc 02 + …+ ks a . = 0 •例如 , ca — (1 ,2 ) , 02 — (3 ,6 ) , ai ,02 
线性相关，但 Oai + O02 =0 . 

(4) 错，肥，…， a 与氏， ft ，…， ft 不一定线性无关.例如， 

ai = (1 ，0 ) ， os = (0 ，1 )线性无关 — (1 ，2 ) ， ft = (2 ，1 ) 线性无关， 
但= ai +2 02 ,= 2 ai + 02 ，显然 ai ,02 线性 相关. 

(5 ) 错•不一 * 定成立•例如，01 = (1，2)，02 = (2，1)与— 
(2 ，4) ，择 = (1 ，5 ) 均线性无关.但 ai + 译= (3 ，6 )，02 + [i = (3 ，6 ) 
线性相关. 

(6) 错•充分性不成立•例如 ， ai = (1 ，1 )，02 = (1 ，2 ) ， as = 
(2 ，3)，它们两两线性无关，但03 = ai + 02 ，所以 ai ,02 ,05线性相 
关. 

例2把向量 P 表成向量 ai ,02 ,as , a 4 的线性组合. 

(1) P = (1 ，2 ，1，1 ) ;ai = (1 ，1，1，1 ) ，02= (1 ，1 ，一1，一1 ) ， 

03 = (1 ，一1，1，一 1)， a 4 = (1 ，一1，一1，1) • 

(2) p =(0,0,0， l);ai = ( l，l ,0,1),02=(2 ,1,3,1), 
os = (1 ，1，0，0 ) ， at = (0 ，1， 一 1， 一 1 ). 
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解 分清线性组合与线性相关的不同.线性组合是指一个向 
量与一组向量之间的关系，线性相关是一组向量之间的关系. 

设 A:i ai + fe 02 + fc as + fo a 4 , 比较对应分量写出对应方程 
组，对方程组系数的增广矩阵作初等变换，求出解 fo ， fc . 
(1) 对应方程组为 

fa + fe + fc + = 1 ， 

J fa+fc — h 一 fe — 2 , 
kl Ji 2 I fc 3 Id 1 ， 

一 fc 一 fc + — 1 . 



得 h =5/4 ,fc = l /4， fc = — 1/4 —1/4，故 


P= j (5 ai + os 一 a3 一 a4 ). 


(2) 对应方程组为 
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^ fa + 2 fe + fc —0 , 

^ ki + fe + fc + fo — 0 , 

3 fc — ki = 0 ， 

L fa + fe — fa — 1. 

写出增广矩阵 A ，进行初等行变换，解得 

k\ = l ^ Ic 2 = 0 ， fc = — 1 , ki =0 , 

故 P = ai — 03 . 

例 3 证明 :若 向量组 ai ， os ，•••，〜 线性无关，而 ai ， 02 ，…， 
« r ， P 线性相关，则向量 P 可由 ai ，02，…， a r 线性 表出. 

证由 ai ，…， a r ， P 线性相关知，存在不全为零的 fa ，…，， 

kr + l ，使 

ki ai + •••+&/■ ccr+A>+i P=0 . 

因为 ai ， os ，…， a r 线性无关，故必 kr+i y^O •否则，有 An ai + fc 02 + 
… + = 0 ，而 An ， fc ，…， hr 不全为零，与题设矛盾•于是 




h 


~ ai 

i 


fe 

kr+l 


02 


kr 



例 4 设向量 p 可由向量组 ai ， 02，•••，〜 线性表出，但不能由 
ai ，02，…， ar - i 线性表出，证明 ： ar 可由 ai ， os ，…， n ， (3 线性 
表出. 

证由题设知，必然存在一组数 fo ， fc ，•••，&使得 

P= kl ai + fe 02 + •••+ krOLr ， 

式中必不为零•否则 P = fa ai + fc 02 + … + A>-i ari ，艮 P P 可由 
cn ，02 ，… ， ar - i 线性表出，这与题设矛盾•故 

ar= ( - t ) « 2 +… +( 


例 5 ai = (an ^02 ，…，伽 ）（ Z = 1，2 ，…，几） •证 明：若 | ai ；/ |¥=0 ， 

则 CQ ，02，•••，％ 线性无关. 

证设存在一组数 fa ， fc ，…， L ，使得 A:i ai + h . os +…+ Leu 
= 0 , 则得线性方程组 
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an k \\ an h . i ••• i On \ kn = Q ， 
ax2 k\ I w.2 fc + •••+ anzkn = 0 ^ 

CH nfil ~I~ GE nJi2 ~I~ • • • ~I~ dnn k n 0 . 

因系数行列式 D = D '= I a, I 弇 0 ,所以齐次方程组只有零解，即 
h ,fc ，…， hi 全为零，故 ai ，02 ,••• ,a„ 线性无关. 

例 6 设 ft ， fc ，…， L 是互不相同的数，证明： a ; = 
( 1 ，&，…， Z 厂 1 ) (t=l ,2 ,•••，r) 线性 无关. 

证设有 fo ca + fe 02 +…+ ，则得 

ki + & + •••+ kr = Q ， 

fe fc + • • • + trkr = 0 , 


tl 1 kl~\~ t2 1 fc + • • • + ^ 1 kr = 0 . 

当 r = 〃 时，方程组系数行列式为范德蒙行列式，故 Z )= 
IT (tj 一 &) 乒 0. 所以方程组只有零解，从而向量组 ai ,02 , 

1 ^ n 

线性无关. 

例7设 ai ， 02 ，03线性无关，证明: ai + 02 ， 02 + 0:3 , a 3 + ai 
也线性无关. 

证设 

k \ ( ai + 02 )+ fc ( os + 03 )+ fc ( 03 H - ai )=0， 

即 （&+&3)0：1+(^：1 + &2)02+(&2 + /»)03 = 0. 

因为 ai ,02 ,03 线性无关，故 

ki +h= 0 , h =0, 

h~\~h —0 , 解得 fc =0 , 

k 2 + ks =0 , h =0 . 

iAM ca + 02 ,02 + a 3 , os + ai . 

例 8 已知 ca ， a2 ，…， a 的秩为 r ，证明 : ai ,02 ,•••， a s 中任意 r 
个线性无关的向量都构成它的一个极大线性无关组. 
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证设％ ， a ;2 ，… ，o ^是 cn，02 ，…， a, 中任意 r 个线性无关的 
向量.由于 ai，02 ，•••，&的秩为 r ，故 r+1 个向量，印 2 ，…，％， 
ou (i=l ，2，… ，n) 必然线性相关，即 m 可由 a ;1 ，％，… ，o ^线性表 
出，因而它是原向量组的一个极大线性无关组. 

例9 设 CX1 ，02，…，仏的秩为 r ，叫 ，a; 2 ，… ，(^ 是 ai，a2 ，…， 
as 中的 r 个向量，使得 ca ，02 ,••• , a . s 中每个向量都可被它们线性 
表出.证明：％ ，ou 2 ，… ，o ^是 ai ，02，•••，％的一个极大无关组. 

证 由题设可知0^ ，ai 2 ，… ，o ^与 ai ，02，•••，&等价，因而有 
相同的秩/*，从而知0^ ，ou 2 ，…，必线性无关，故它是原向量组的 
一个极大线性无关组. 

例10 证明 :一个 向量组的任何一个线性无关组都可以扩充 
成一个极大线性无关组. 

证一 设向量组 I :a ;1 ，(^ ，…，0^是向量组II : ai ,02 ，•- - , a m 
的一个线性无关组，而向量组 m 氺 3 ，…，艮是 n 的一个极大无 
关组，则I可由 n 线性表出，于是 m 中存在 5 个向量(例如前$个) 
用I代替后得到的向量组 iv :%，印 2 ，…，％ ，ft+i ，…，氏与 in 等 
价，从而 w 是 n 的一个极大无关组，即线性无关组I可以扩充为 n 
的一个极大线性无关组. 

证二 设向量组 I ，cx ;2 ，…，％是向量组 n : ai ,02 ，•- - ,am 
的一个线性无关组.若 n 中每个向量都能由I线性表出，则I是 n 
的一个极大无关组.若 n 中向量叫不能由I线性表出，则向量组 
V : ,a； 2 ，…， dj s ，(^ 也是II的线性无 关组. 

当时， v 即为 n 的一个极大无关组. 

当 r>s+l 时，V 中必存在不能由 V线性表出，于是，0^， 
%，…，⑴ "CX . 2 线性无关. 

继续上述过程，最后总能得到一个包含I的线性无关组，使 n 
中每个向量都可由它线性表出，所以它是 n 的一个包含I的极大 
线性无关组.从而知每个线性无关组都可扩充为极大无关组. 

例 11 设 ai= (1,— 1,2, 4 ), 02 = (0,3,1,2 ),os = 
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(3,0,7 ， 14) ， a4 = (l ，一 l ， 2,0) ， O5 = (2 ， l，5 ,6). 

(1) 证明 ： ai ，线性 无关； 

(2) 把 CB ， Q 2 扩充成一个极大无 关组. 

证 （1) 因为 ai^kai ，所以 co ， os 线性无关 • 

解 （2) 因为 os = 3 ai — os ，所以 ai ,02 , 03线性相关. 

设 a 4 = fa ca + fc 02，得方程组 

h =1 , 

一 fo + 3 fe = — 1 ， 

2 fa + fc — 2 , 

4 A:i+2 fe — 0 . 

由其中第三与第四方程矛盾知，方程组^解.所以 a # 4 线性无关. 
又设 as = fc ai + fc 02 + fc a 4 ，得方程组 
h + fc = 2 ， 

一 h +3fe 一 fc = 1, 

2 h ~\~ fc + 2 fc = 5 , 


+ 2 fc —6 . 

解得&1 = 2，&2 = 1，知= 0,知 as 可由 ai ， a 2， a 4 线性表出•所以原 
向量组中任一向量均可由 ai ，02， ai 线性表出， ca ，02 ， o ：4 是由 ai ， 
02扩充成的一个极大线性无关组. 

例 12用消元法求下列向量组的极大线性无关组 与秩： 


(1) ai = (6 ，4 ，1 ， 一1 ，2 ) ， 02 = (1 ,0，2，3，一4 ) ， 

os = (1 ,4 , —9，一16，22 ) ， a 4 = (7 ，1 ，0，一1，3 ) ; 

(2) m = ( l ， 一 1，2,4)，從=(0,3，1，2)，從=(3,0,7，14)， 
a 4 = (1 , 一1，2，0 ) ， as = (2 ，1 ，5，6 ) • 


解 将向量按列写出矩阵，作初等行变换. 


4 

( 1 ) A= 1 
— 1 
2 


0 4 1 

2-9 0 

3 -16 一 1 

-4 22 3 


1 2 -9 

0 5 -25 

0 —8 40 

0 —8 40 

0 -11 55 


0 

一 1 
3 
1 
7 


• 123 • 



0 


2-9 0 


) 0 0 0 1 

0 0 0 0 

0 0 0 0 


知 A 的秩为3，故极大无关组向量个数为3 .所以 
ai ，03 ， cm ) 为一个极大无 关组. 


(2) A= 


1 0 
一 1 3 
2 1 
4 2 


0 



ai , os , a 4 (或 


0 3 

0 1 
-4 -2- 


10 3 12 


0 [ J __1 0 1 
0 0 0 1 1 


0 0 0 0 0 

知 A 的秩为3，极大无关组向量个数为3 .可取 ca ，02， a 4 或 m ，05， 
CC 4 或 ai ， 02 ， as 或 ca ， 03 ， os 为极大线性无关组. 

例13 证明 :如果 向量组 I : ca ，02 ，…， m 可以由向量组 II : 
译，择，…，化线性表出，则 I 的秩不超过 n 的秩. 

证 设工的秩为 r ， n 的秩为^则工的极大无关组可由 n 的 
极大无关组线性表出.由主要内容中定理1的推论1，知 r <5. 

例14 设 ca ，02，…， a * 是一^组^维向量，已知单位向量0， 
&，•••，&可被它们线性表出，证明 ： ai ，02，•••，〜线性无关. 

证 设 ca ，02，…， cx « 的秩为 r ，则必有 r < n ; 又 ei ，炫，…， e n 
可被 ai ，02，…， ct ra 线性表出，而 e ，&，•••，&的秩为 a ，故由例13 
知综合知 r = n . 所以， ai ，02，•••，％线性无关. 
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例 15 设 Co ，02 ，…，是一^组 n 维向量，证明 : ai ,02 , • • • , a „ 
线性无关的充分必要条件是任一 〃维向量都可由它们线性表出. 

证 充分性设任意〃维向量都可由 ca ，02，…，线性表 
出，则 ri 维单位向量^，&，•••，&也可由它们线性表出.故由例14 
知， ca ，02，•••，〜线性无关. 

必要性若 ca ，02，•••，％线性无关，则 a ，炫，…，佐可由它们 
线性表出，而任一 〃维向量均可由&，&，…，&线性表出，故任一 
几维向量均可由 CU ，02，•••，％线性 表出. 

例16 求下列向量组的一个极大无关组，并将其余向量用极 
大无关组表出. 

(1) ca = (1 ，2 ，1 ，3 ) ， os = (1 ，1 ， 一 1 ，1 ) ， 03= (1 ,3，3，5 ) ， 


a 4 = (4 ,5 2 ,6) , as = ( — 3 , — 5 , — 1, — 7 ) ； 

(2) ai = (1 2 ,3 1 ,2) , os = (3 ， 一 1，5， 一 3，一1 ) ， 

03 = (5 ，0，7 ， 一5 ， 一4 ) ， a 4 = (2 ，1 ，2 ， 一2 ， 一3 ). 


解以向量为列作矩阵，对矩阵作初等行变换求极大无关组. 


(1) A= 


2 

1 

-3 


11 4 -3 

13 5 -5 

-1 3 -2 -1 


"1114 
0-11-3 
0-2 2-6 
-0 —2 2 —6 


一 3 _ 
1 
2 
2 - 


"1114 -3" 

0-11-3 1 

0 0 0 0 0 
-0 0 0 0 0 - 


10 2 1-2 
0 1-13 1 


0 0 0 0 0 


0 0 0 0 0 

知 A 的秩为2，选 ai ，02为一个极大无关组，则 a 3 = 2 ai —os , a 4 = 

• 125 • 



ai ~r 3 02 , as = — 2 ai ~r os . 

(2) 也可以换一种作法，以向量为行作矩阵，进行初等行 
变换. 

1 一2 3 —1 2 ai 


A = 


-1 

0 


—3 —1 «2 

—5 —4 a 3 


1 


1 2 



一 2 — 3 叫 

3 -1 


0 5-4 

0 10-8 
0 5 -4 

1 一 2 3 


0 —7 «2 — 3 ai 

0 —14 ct3 — 5ai 

0 —7 似一 2ai 

—1 2 ai 


0 5 —4 0 — 7 

0 0 0 0 0 0:3 _ 5 ai—2 (o ：2 一 3 cti ) = 0:3 十 ai —2ct2 

0 0 0 0 0 ct 4 — 2 ai 一 ( a 2 一 3 ca) = a 4 +ai — az 

所以 A 的秩为 2 ，取 ca ，02为一个极大无关组.由03+ ai — 2 a 2 = 
0， a 4 + ai — os = 0 ，得 os = 2 02 — ai , a 4 = 02 — ai • (矩阵的秩的概念 
请参看第三节 •） 

将运算过程写在矩阵右边，更易于观察向量之间的关系. 

例17 证明: 方程组 


an xi ~\~ ax2 %2~r canXn = bi , 


02i xi 1 az2 %2~r aznXn = k , 


Qn\ I Cln2 X2 I • • • I dnn X n bn 

对任何 h ， k ，…， k 都有解的充分必要条件是系数行列式 k |#0 . 

证充分性设 k | 弇0,则方程组系数矩阵 A 的秩等于增 
广矩阵 A 的秩均为〃.故方程组对任何& ，fc ，•••，&都有解. 

必要性因为 (ai ，02，…，％)，⑶= (au，02i ，…，咖 ) ，则方 
程组有解对应于 
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k\ ai + fc 02~r •••~r kna n = b^ b = (61 ,fe ， ••• ， bn) 

有解.即 ft 可由 ai ， os ，•••，〜 线性表出.因为 &， fc ，… ，匕 任意，艮 P 
6任意，故由例15知， m ，02，…， a n 线性无关，所以 I 你 |^0. 

例 18 已知 ai ，02，…， o ： r 与 ai ，02，…， a r , ctr + i ，…， a 有相同 
的秩，证明 : ai ,02 ,•••， a 「 与 ai ， 02 ，…，〜 ， ar + i ，•••，％ 等价. 

证显然， cci ，02，…，〜可由 ai ，02，…，仏 ， ar + i ，•••，％线性表 
出•设0^ ， a ， 2 ，…， ou , (< r ) 是 ai ，02，…， cc r 的一个极大无关组，则 
由 ai ， os ，…， a r 与 ai ，02，…， a r ， a — 1，…， a 有相同的秩知， ai ， 
02，… ，(^ 也是 cu ，02，…，仏, ar + i , as 的一个极大无关组•所以 
ai ， 02 ，…， ar ， ar+i ,••• , a ,- 可由 ai , os , a r 线性表出•从而 ca ， 
os ,••• 与 cn ,02 ,••• , a r , ar+i ,••• ,as 等价. 

例 19 设 = 02 + os + •••+ ar,— ai H - os + •••+ 仏 ，… ,[i = 
ai + 02+ … +0-1 ，证明 ：[3 ，择，…， [ i 与 ai ，02 ,••• , ar 有相同的秩. 
证只需证两向量组等价. 

由题设已知 ft ， ft ，…，氏可由 ai ，02，•••，〜线性表出. 

因为由题设可得 

[i + (i + ***+p r =(r —1 )(ai + 02 + •••+ a r ) , 

贝 lj a + [i = ai + os + • • •+ ar = 一(译 + 译 + …+艮） 

r _ 丄 

即 ai = — [i + —(择 + [i + …+ ) (戶1，2,…， r )， 

r _ 丄 

故知 ,ai ,02 ，•-- , a r 也可由 Pi ，…， [ i 线性表出，所以 Pi ，( i ，…， 
( i 与 ai ，02 ，…，等价，从而有相同的秩. 

例 20 假设向量 P 可以经 m ， a 2 ，…，仏线性表出，证明 :表示 
法是唯一的充分必要条件是 cn ，02，…，〜线性无关. 

证必要性设 P = An ai + fc 02 +…+ ，且表 7 K 法唯一 

用反证法，设 cn ，02，•••，&线性相关，则存在不全为零的数 h ， k ， 
… ， l r ，使得 

l \ ai + h 02 _ l _ *'* _ K/rar — 0 , 


将上两式相加，得 
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P = {k\~\~ li )ai + (fe + )02 + •••+/r )a r . 

由于 A，••• 不全为零，故 P 有两种不同表示法，这与题设矛 
盾，故 CX1 ，02，…，〜必线性无关. 

充分性设 P 有两种表示法： A:i ai + fe 02 +…+ 与 (3 
— li ai + h 02 +…+ ，两式相减得 

(hi — li )ai + (fc — h )02 + •••+ (kr — L )a r = 0 . 

因为 ca ， 02，•••，〜 线性无关，则必有 = Zi ,fe = h ,••• ,L— lr ,BP P 

由 ai，a2 ，…， a r 表出的表示法唯一. 

例 21 设 ai , os , ••• , a r 是一组线性无关的向量，= 


D oujQL ] y i = 1,2 ，•-- ， r . 证明：， …，线性无关的充分必要条 

y = 1 

件是 


an ai2 ••• air 

an ai2 ••• air . 

乒 0. 

Ctrl Clr2 … Orr 


① 


证 设有 fc ft + … + A ： 具 = 0 ，则 

y ] kSi = x ] 4 x ) «*>■«；) (和号可交换性) 

t'= 1 i= 1 j=l 

= 2 ( 2 匕 ai j ) = 0 . 

j=l i= 1 

由于 ca ， 02，•••，〜 线性无关，故 


> j haij = 0 (j = 1 ,2 ，… , r ), 


所以，依关于 fc 的齐次线性方程组只有零解的充分必要条件是其 
系数行列式 

I an axz … air I 
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故 译 ，…， ( i 线性无关的充分必要条件是 k_ I 弇 0 • 

例 22证明 : ai ,02 ，•-- ，a s (其中 ca #0 ) 线性相关的充分必要 
条件是至少有一个0^(1<<*50可被0：1，02，*" ，CXi-l 线性表出. 

证充分性是显然的. 

必要性若 m ，02，•••，&.线性相关，则存在不全为零的数 fo ， 
h ，…， fc ，使得 

k\ ai + •••+ ki-i a-i + fc+ • • • + fca., = 0 . 

设 fc 以后的数都为零，则有 

ki ai +•••+ ki-i ou-i ~\~ kioa = 0 . 

因为 ai#0, 故不可能有 fo ca =0, 所以•，且因 fc#0, 得 


即 & 可被 ai，02 ，…，(^ -i 线性表出. 

例23 已知两向量组有相同的秩，且其中一个可被另一个线 
性表出，证明 : 这两个向量组等价. 

证 设有向量组工： ai ，02，…，仏与向量组II ，(i ，…， [i ，其 

秩均为 r， 且；[可由 n 线性表出. 

设工与 n 的极大无关组分别为0^，0^ 2 ，…，和知，，…， 
6' f ，由题设知， CX1 ，02，…， 0U 也可由仏，，…，心线性表出，故 
0^ ，ai 2 ，…，'也可由 P ;1 ，ft 2 ，…，[^线性表出，从而向量组 IH :%， 
ou 2 ，…， a: ，民 ，ft 2 ，… ，(^ 也可由 ，ft 2 ，…，(^线性表出•于是，由 
例13知， n 的秩不大于又因 E [含％，(^，…，％，故 in 的秩不小 
于 r. 综上即知 HI 的秩等于 r. 

由此得出， in 中任意 r 个线性无关向量都是 m 的极大无关组， 
则叫 ，ou 2 ，…， '是 E 的一个极大无关组，因而民 ，ft 2 ，…， P 八可由 
它线性表出，即择，…， ft 可由它线性表出，亦即 ，(i ， …氺可 
由 ai ，02，•••，％线性表出.从而，向量组工与向量组 n 等价. 

例24 设向量组 ca ，02，•••，(>:,的秩为 r ，在其中任取 w 个向 
量叫 ，0：i 2 ,a/ m ，证明 :此向 量组的秩>7+771 — <s • 

证 因为在 CQ ，02，…， a 中减去一个向量后，其秩至多减少 
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1 ，则在其中减去 W 个向量后，其秩至多减少向量组0^ ， ou 2 ，… 
o ： i m 可以视作 ai ，02，•••，〜中去掉个向量后得到的，因而， 
ai 2 ，•• •，⑴ m 的秩至少是 r — G — r~h m—<s • 


例 25 设向量组 ai ，02 ，…， a * ;[ i，[i ,••• ；ai , 02 ，…， a r ， ji ， 
ft ，… ，译 的秩分另 1 J 为 r \ y n ,n .证 明： 

max ( n , r 2 n . 

证 若 n ， n 中有为零的，则结论显然成立. 

若 riy^O , ry ^ 0 ，因为 co ， oz ，…， ct , 与 p ，[ J ，…，[^ 均可由 cn ，02， 
… ， a , ， 择，择 ，… ，这线性表出，所以 n^73 ， r?<R ， 故 max(n ,rz Xr . 

又据题设可以 得出： cu ，…， a , ，译 ，•••，@ 的极大无关组必可由 
ai , 02 ，…， a 与氏 ，( i ，…，(^的极大无关组共同线性表出，所以 
n< n + n •于是 


max (n 9 rz + n . 

例 26 设有向量组 ca ， a 2 ，…， ccm，[i = ai + a 2 , ft = 02 + 05 , 

… ,[ in = On + ai ，证 明: 

(1) 当 m 为偶数时，向量组 ， ft ，…，线性 相关； 

(2) 当 m 为奇数时，若( XI ，02，…， cu 线性无关，则 [ i ， ft ，…， 
( i 也线性无关. 

证 设有 fa [J + fe + = 0 ， 则有 


(fa + fcn )ai + (A：l + fc )02 + •••+ (km-l + km ) Qm ~ 0 . 


(1) 解齐次线性方程组 


kl km =0 ^ 


h + fc =0 , 


① 


km _ 1 I km 0 . 


因为 D = l +(~ l) m+l ，所以 m 为偶数时 Z ) = 0, 方程组有非零解， 
从而， …具 线性相关. 

(2) 当 m 为奇数时，•由于 

ai ,02 ,••• ,am 线性无关^^式①成立， 

故方程组只有零解，即 fc = fc = 〜=fcn = 0 .所以 (3 i ，( i ，…，艮也 
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线性无关. 

例27设 ai = (1 ，2，0)' ,02 = (1， a ~ h 2 ，一 3 a )’ ,os = (—1 ，一 b 
-226)’， P = (1,3,-3 / •试讨论当 a ，6 为何值时， 

(1) P 不能由 ai ,02 , 03 线性表出； 

(2) p 可由 cn , 02 ， a 3 唯一线性表出，写出表 示式； 

(3) P 可由 cn 线性表出，但表示式不唯一，写出表示式. 
解以 ca ，02， as ， p 为列写出矩阵 （ A，p ) ，其中 A = 

(CO ,02 ， as ) •对 (A ， P ) 施行初等行变换，得 



"1 1 -1 

r 


"1 1 -1 

1 

G 4 ， (3)= 

2 ar\~2 — b — 2 

3 

\ 

/ 

0 a — b 

1 


-0 — 3a a~\~2b 

— 3 - 


- 0 0 a 一 b 

0 - 


(1) 当 a =0， b 为任意常数时，有 



"11-1 

r 


"1 1 1 

r 

G4 ， P)= 

0 0-6 

1 

\ 

/ 

0 0 0 

1 


-0 0 —b 

0- 


-0 0 0 

0- 


知 7*04) 乒 rG 4， P )， 所以方程组无解， P 不能由 ai ，02， as 线性表出. 

(2 ) 当 且 a ¥=0 时, r(A )— r(A , P ) = 3 •方程组 fa ca + 
h 02 + h 03 = @有唯一解 ： = l — l / a，fc = l / a ， A ：3 = 0 jP P 可由 
ai ,02 ,03 唯一地线性表出为 



(3) 当时，有 



"1 0 

0 

1 —1/a 

(A,p) 

0 1 

-1 

1/a 


-0 0 

0 

0 - 


知 r(A )= r(A , P )— 2，故方程组 fa ai + fc 02 + fc os — P 有无穷多 
解，其全部解为 

fo = l —1/ a ， fc = (1/ orhc ) , h = c . 

式中 c 为任意常数 . P 可线性表出为(不唯一） 

P = 1 一丄 ai + c a2 + c a 3 . 
v a > a 
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例 28 确定常数 a， 使向量组 ai = (1 ,1 ,a) r ,02= (1，a，l/ ， 
as = (a，l ，1 可由向量组 Pi = (1 ，1 ，a)’ = (―2 ，a，4)’，ft = 
(一 2，a，a/ 线性表出，但向量组 ft，[i 不能由向量组 ca ,02 ,05 
线性表出. 

解不能由 ai , a 2 , as 线性表出，则应有 A = 
(择 ，(i )的秩大于 ( ai ，02， os ) 的秩，即 ai ,02 ,os 必线性相 

关. 

1 1 a 

由 叫=1 a 1 = 0 ^> a=l ^ a= — 2 . 


当 a=l 时， 



"1 1 r 


"1 1 r 

3= ( ai ,02 ,03 ) = 

1 1 1 

\ 

/ 

000 


-111- 


-0 0 0 - 



"l 一 2 -2" 


"l 0 o" 

A= ((i )= 

1 1 1 

\ 

- 

0 10 


-1 4 1- 


-0 0 1- 


故译 ，[ i 不能由 ai ,02 ,03线性表出，而 ai= 02 
当 a=—2 时， 


? = ( ai ,02 ,03 )— 


— n/o — 


(i. 


1 1 

-2" 


"1 1—2— 

1-2 

1 

\ 

/ 

0 -3 3 

-一 2 1 

1- 


-0—3 3 - 


=^ > r(B)=2 . 


A= (|i )= 


1 -2 ― 

1 -2 

一 2 4 一 2 」 


^> r ( A )=2 9 


此时， ft = ca 9 ^ = 2 ai ，但对 ，02) ，由于 

1 1—2 


\C\= 1 —2 — 2 =18^0, 

一 2 1 一 2 


知 02 不能由 ft 线性表出.故符合要求的是 a=l . 
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第三节矩阵的秩 

主要内容 

1 .定义1矩阵的行秩指矩阵的行向量组的秩，矩阵的列秩 
指矩阵的列向量组的秩. 

2.引理若齐次线性方程组 

an xi I CQ 2 X2~r •••n - ainXn = 0 ^ 

02i xi I CE2 X2~r*"~r aznXn = 0 , 

(h\ xi ~r a；2 X2~r •••~r a；nXn = 0 

的系数矩阵 A 的行秩 /*< 〃，则方程组有非零解. 

定理1矩阵的行秩与列秩相等. 

矩阵的行秩与列秩统称矩阵的秩(记为 rank) 

3 .定理2 nXn 矩阵 

an ax 2 ••• ain 
021 022 ••• OZn 

A = 


anl Onl … CLnn 

的行列式为零的充分必要条件是 A 的秩小于 n . 

推论齐次线性方程组 

an xi ax2 X2~r*"~r ainXn = 0 , 
an xi I cp2 %2 + •••+ a2nXn = 0 , 

dnl XI ~T On2 A；2 + "•+ OnnXn = 0 

有非零解的充分必要条件是它的系数矩阵 A 的行列式 |A | = 0 . 

4 .定义2 在一个 sXn 矩阵 A 中任 意选定 A ； 行和 A ； 列，位于 
选定行列交点处的 A ; 2 个元素按原来的次序所组成的 A 阶行列式 
称为 A 的一个 A : 阶子式 . k ^ min(s , n ). 
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5 .定理 3 矩阵的秩为 r 的充分必要条件是矩阵中有一个 ;• 
阶子式不为零，同时所有的 士1 阶子式全为零. 

疑难解析 


怎样求矩阵的秩？ 

答 求矩阵的秩的方法如下. 

(1) 对矩阵作行的初等变换，把矩阵化为阶梯形，由非零行个 
数确定矩阵的秩(也可以作列的初等变换来求）. 

(2) 逐级计算矩阵的各阶子式，若有某个 r 阶子式不为零，而 
所有 「+1 阶子式全为零，则矩阵的秩为 / •.( 事实上，可以通过观 
察确定 " 阶子式不为零 .） 

(3) 综合 (1 )、 (2) 的方法，先将矩阵经初等变换化为较简单矩 
阵，再计算各阶子式来确定秩. 

(4) 求矩阵行向量组或列向量组的极大无关组，极大无关组 
所含向量个数即为矩阵的秩. 

也有人采用求等价矩阵的方法来求秩.但要注意 :等价 矩阵必 
等秩，但等秩的矩阵不一定等价. 

方法、技巧与典型例题分析 

熟悉计算矩阵的秩的方法和技巧，能够讨论与矩阵秩的有关 
命题. 

例1求矩阵 A 的秩 

ax b\ ax fe … ax bn 

az b\ az fe … mbn 

A = 


Onbl Clnbz ••• Onbn 

解 因为矩阵的任意两行(列 ) 都线性相关，所以秩 04)<1 . 
因为秩 04)=0 ㈡ = 0 (i ， J=l ， 2 ， … ， n) • 

若 （Cfl ，02 ，…， On ) 7^0 ，则 （6 l ，fc ，…， bn )—0 , 

若 （ bi ， k ，…， bn )7^0 ，则 （ai ，02，…， )—0 . 
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故当 （ gq ， 02，•••，《« )9^0 ，( bi ， b 2 ，…， bn )#0 时，秩 04 )= 1 • 

当 （ Cfl ，62 ，…， On )=0 ，（ bl ， b2 ，…， bn )=0 时，秩04 )=0 • 

例2 证明 ： ri 个 w 维向量 ai = (an 9 m , ••• , c&ni / , 02 = 


(ai2 ,022 ,••• 9 am2 y ,••• 9 an= (an 9 CKn , 9 Omn ) ’线性无关的充分必要条 

件是矩阵 


an 

CD-2 • 

• OXn 

az\ 

022 * 

• OZn 

— dml 

dm2 * 

* dmn 


的秩等于1 

证由秩 G 4)= n 知，必有 rKm 9 R A 中有 n 阶子式不等于0 •设 


D = 


an 

ax2 

•• OXn 

an 

6C2 •' 

•• CUn 

CUil 

On2 *' 

•• (bin 


7^0 . 


则由克拉默法则知，以 D 为系数行列式的齐次线性方程组只有零 
解，从而系数矩阵为 A 的齐次线性方程组也只有零解.从而 A 的 
列向量组 ai ，02，•••，〜线性无关. 

反之，若 CB ， 02，•••，& 线性无关，则以 A 为系数矩阵的齐次线 
性方程组只有零解，从而秩 ( A )= n . 

例3计算下列矩阵 的秩： 

0 11-12 1—12 10 


( 1 ) 


2 — 2—2 
— 1—1 1 



-2 0 
— 1 1 


110 1—1 
10 0 14 

0 10 2 5 

(3) 0 0 1 3 6 ； 

1 2 3 14 32 

4 5 6 32 77 


0 3 0 0 1 

10 10 0 
110 0 0 
(4) 0 1 1 0 0 ； 

0 0 110 
0 10 11 
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所以，秩04 )=3 • 
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所以，秩 (A )=5 • 
14 
6 

(5) A = 7 

35 


12 6 8 2 

104 12 9 17 

6 3 4 1 

30 15 20 5 


所以，秩 (A )=2 • 

例 4 求下列矩阵的秩 

1 1 1 


0 0 0 0 0 

6 104 12 9 17 

7 6 3 4 1 

0 0 0 0 0 


1 1 



( OL + 1 ) 3 (02 + 1 ) 3 ( + 1 ) 3 ( Ol + 1 ) 3 (6^ + 1 / 

解因 A 的5阶子式 |A | 中第5行是前4行的线性组合，即 
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r 5 = n + 3 n + 3 n + 7*4 ，所以 | = 0 ，秩 04 )<4 •又 

1111 

ca cb cn 

2 2 2 2 

ca w. (B a 

3 3 3 3 

a\ w. m a 

是一范德蒙行列式，不等于零，故秩 (A )=4 . 

例 5在 Anx n 中任取列作一 mXs 矩阵 B 且设秩 ( A ) = r ， 
证明 ： z+s — 秩 ( B )< r . 

证 考察 B 的列向量组的极大无关组的秩. 

设 A = ( ai ，02，… ， a ”） (% ， ou 2 ，•••，％ ) ，因为 的列向量 
组是 A 的列向量组的一部分，所以 B 的列向量组可由 A 的列向量 
组线性表出，从而秩(忍)<秩04)=/*. 

又秩 04)= /*，所以 A 中有一个含 r 个向量的极大线性无关 
组，除此之外， A 中还含〃一 r 个向量，故 B 中至少含有该极大无关 
组中的 s — U — r ) 个向量，而它们又是线性无关的.从而知 B 中至 
少有— (〃一 r ) 个向量线性无关. 

第四节线性方程组解的判别定理 
与解的结构 

主要内容 

1 . 线性方程组有解的判别定理 线性方程组 

axixi\ax2X2-\-*'*-raxnXn = b\ , 

021^1+022 %2 + •••+02nA ； /i—fe , ^ 

Cfcl XI ~ I ~ CL>2 %2 ~ I ~ I ~ Clsn X n bs • 

有解的充分必要条件是它的系数矩阵 A 与增广矩阵 A 有相同的 

秩. 
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2 . 齐次线性方程组解具有以下性质： 

(1) 两个解的和还是方程组 的解； 

(2) 一个解的倍数还是方程组的解. 

3. 定义 1 齐次线性方程组的一组解邛，，，•••，％称为方程 
组的一个基础解系，如果 

(1) 齐次方程组的任一解都能表成^，•••，％的线性组 
合； 

(2) 7)1 ，作，…， T ), 线性无关. 

4 .定理 1 在齐次线性方程组有非零解的情况下，方程组有 
基础解系，且基础解系所含解的个数等于(这里 r 表示系数 
矩阵的秩）. 

非齐次线性方程组的两个解的差是它的导出组(对应齐次线 
性方程组 ) 的解，非齐次线性方程组的一个解与其导出组的一个解 
之和是这个线性方程组的一个解. 

5 .定理 2 如果7。是非齐次线性方程组的一个特解，则方程 
组的任一解7都可表成7=7。+ 1].式中 I 是其导出组的解. 

对于非齐次线性方程组的任一特解7。 ， 当 T ) 取遍它的导出组 
的解时，7= 7。+ 1就给出非齐次线性方程组的全部解. 

若7。是非齐次线性方程组的一个特解，^，…， rj „ i 是其 
导出组的一个基础解系，则非齐次线性方程组的任一解7可以表 
成 

7= 70 + h +…+ kn-r^jn-r ( fo ， fc ， … ， fin- r G P ) . 

推论非齐次线性方程组有解时，有唯一解的充分必要条件 
是它的导出组只有零解. 

疑难解析 

1 . 怎样求齐次线性方程组的基础解系？ 

答求齐次线性方程组的基础解系的过 程是： 

(1) 写出齐次线性方程组的系数矩阵 A . 
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(2) 对 A 进行初等行变换，化为阶梯形矩阵(左上方为 r 阶单 
位阵）. 

(3) 写出对应同解方程组 

XI — — a r+l Xri-1 —…— ClnXn , 

X2 — — CZ r+l Xr\-l —…— C2nXn , 


Xr Cr r +1 % r \~ 1 ••• Crn % n , 

用 r 组数，通常取 （1，0 ，… ，0)，(0 ，1 ，… ，0>" (0，0 ，…， 1) 代替 

自由未知量 (％ H ~1 9 Xr +2 9 Xn ) ，得到 r 个解 

— Cl r+l 一 Cl r+l — Cln 

• • • • • • • • • 

Cr i+l Cr i+2 — Crn 

t)i= 1 , rj 2 = o ，•-- , rj„- r = 0 , 

0 1 0 

0 0 1 

则邛，作，…，卞- r 即为齐次线性方程组的一个基础解系. 

2. 怎样求非齐次线性方程组的全部解？ 

答求非齐次线性方程组的全部解的过 程是： 

(1) 写出非齐次线性方程组的增广矩阵 A . 

(2) 对3施行初等行变换，化为阶梯形矩阵. 

若秩 ( A ) 尹秩 ( A ). 则非齐次线性方程组 无解; 若秩 （ A ) = 
秩《 )= n (未知量个数），则方程组有唯一解;若秩 U )= 秩 G ?)< 
«，则方程组有无穷多解. 

(3) 若方程组有唯一解，可用克拉默法则求出解. 

若方程组有无穷多解，先令自由未知量均为零，得出非齐次方 
程组一个特解7。；再令自由未知量取组数，得出导出组的一 
个基础解系邛，邛，… , rj „- r ，得非齐次线性方程组的解 

7= 7o + fc T)l + fc 作 H - h /c„-rT]„- r . 
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3 .求含参数的线性方程组的解常用什么方法？ 

答要区别具体情形处理. 

(1) 若方程个数等于未知量个数. 

法一(行列式法）适用 A 中有参数情形.先计算£>= | A | ，它 
是关于参数的函数式.当参数取值使£»^0时，由克拉默法则，方 
程组有唯一解.再将使£>= 0的值逐个代人3，若秩 ( A ) 尹秩《 ) ， 
则方程组无解;若秩(4)=秩《)，则方程组有无穷多解. 

法二(初等行变换法）用初等行变换化 a 为阶梯形矩阵，讨 
论参数取何值时秩 （ A ) 乒秩 （3) ，此时方程组 无解； 取何值时， 
秩(4)=秩 (3 )< n ，此时方程组有无穷多解;取何值时，秩 U )= 
秩《 )= n ，此时方程组有唯一解. 

(2) 若方程个数不等于未知量个数，只能用初等行变换法 
讨论. 

方法、技巧与典型例题分析 

对方程组求解前，先要对方程组解的结构与解的性质有清晰 
的了解，明确求解的步骤.然后对求解中的问题进行详细的讨论， 
并给出确定的结果. 

例1 讨论; V ， a ， 6 取什么值时下列方程组有解，并求出解. 
f A.xi + X 2 ~r %3 = 1 , i axi %2 + *3 = 4 , 

(1 T) xi + Xx 2 + X3 = X, (2 )'i xi + bxz + *3 = 3, 

- xi ~\~ %2 ~\~ X%3 = X ； 、- xi ~\~ 2 bx 2 + *3=4 ； 

f (A.+ 3 )%i + %2 2x3 = A., 

(3 y-) A.*i + (A. — 1 )%2 + %3 = 2A., 

-3(X+ X%2 (A.+ 3)x3 =3 . 

解 a ) 在本章第一节例 3 中，已经讨论过此题. 
all 

(2) 因为 D= 16 1 =—6(a— 1 )， 

1 2b 1 


• 141 • 



故当# 1 ，#0 时有唯一解.由克拉默法则求得 

— 2 b — 1 —丄 — \-\~2 ab — 4 b 

X1 = b ( a ~ l ) 9 X2= b ， X3= b ( a - l ) * 

当 6=0 时，因为 

"a 1 1 41 [«114" 

3= 1 0 1 3 ^> 10 13， 

-i o i d Lo o o i- 

知秩 04 )#秩《)，所以方程组无解. 

当 a = l 时，因为 

"1 1 1 41 [1 1 1 4" 

A = 16 13 ^ 0 b —1 0 一1 ， 

-1 26 1 4」 Lo 26-1 0 0- 

若6=1/2,则 

1 1 4] 厂 1 0 1 2一 

A - 0 一 1/2 0 一1 - 0 10 2. 

-0 0 0 cJ L 0 0 0 0- 

知秩(义)=秩《)=2<3，方程组有无穷多解.可取= k (任意常 
数），则方程组解为 

xi = 2—— h 9 X2 = 2 9 X3 = k. 

若#1/2,则 

- 1 1 1 4 l [111 4— 

A —^ 0 6—1 0 一 1 —^ 0 10 0 ， 

-0 10 0 」 Lo 0 0 - 1— 

知秩 ( A ) 乒秩《 ) ，故方程组无解. 

入+3 1 2 

(3) D = \ X — 1 1 =入 2 (入一1)， 

3入+3 入 入+3 

知当#0，1时，方程组有唯一解.因为 Di = X 3 + 3 X 2 ~15 X +9, D 2 
= X 1 +12 A . —9 ,1)3 = —4 X '+3 AT + 12 A . —9，所以 
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入 3 +3 入 2 — 15 入 +9 _ 1+121=9 一 4 入 3 +3 入 2 + 12 入一 9 

X1 — Ka—1) ’ ％2 — fa—1) ’ ％3 — /a—1) 


当 X = 0 或1时，因为秩 C 4) 尹秩 ( a ) ，所以方程组无解. 

例 2求下列齐次线性方程组的一个基础解系，并用它表出 
全部解. 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


XI 

~r X2 

+ 

X3 

+ 

X4 

十 X5 - 

=0, 

3xi 

~\~2%2 

+ 

X3 

+ 

X4 

—3 %5 - 

=0, 


X2 

+2 

XS 

+2 

X4 

+ 6%5 - 

=0, 

5%i 

~\~4 ： x2 +3 

X3 

+ 3 

X4 

— X5 = 

= 0； 

XI 

+ X2 

-3 

X3 



— X5 = 

=0, 

XI 

— X2 

+2 

XS 

— 

X4 

= 

=0, 

4 ： xi 

2 %2 

+6 

X3 

+ 3 

X4 

— 4 X5 = 

=0, 

2x\ 

+ 4%2 

-2 

X3 

+ 4%4 

— 7 X5 - 

= 0； 

XI 

一 2x2~h 

X3 

+ 

X4 

— X5 = 

=0, 

2xi 

+ X2 


X3 

— 

X4 

— X5 = 

=0, 

XI 

~\~7 X2 

一 5%3 

—5 %4 + 5 %5 = 0 , 

3xi 

— X2 

-2 

X3 

+ 

X4 

+ X5 - 

= 0； 


(4) 


XI 

一 2x2~\~ 

XS 

— X4 + X5 : 

= 0 , 

XI 

X2~ 

X3 

~l~2xi — 3^5 : 

= 0 , 

XI 

—2x2 — 

XZ 

+ X4 — 2x5 : 

= 0 , 

XI 

— 5^2 + 

X3 

— 2x4 ~\~2 x5 : 

= 0 . 


解 （ 1 乂 


1111 1 
3 2 11-3 


一1 


10-1-1 -5 

0 12 2 6 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 


同解方程组为 


xi = X3 ~r xi~r5xs , 
X2 = 一 2 %3 一 2 xi — 6x5 . 
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通解为 


xi — h + fc + 5 fc ， 

%2 2 tci 2 JiZ 0 tc3 9 

< X 3 = k ， (ki ,fc 为任意常数） • 

%4 — h ., 

V %5 — fc 


基础解系为 

T)1 = (1,-2 ,1,0 ，0)’，邛=(1，一2 ，0，1，0)'，％ = (5，一6,0 ,0,1 y 


(2) A- 


"l 

1 

0 

-3 

-r 


"l 0 

1 

0 

—1 K 

1 

一 1 

2 

一 1 

0 

〉 

0 1 

一 1 

0 

一 5/6 

4 

-2 

6 

3 

-4 


0 0 

0 

1 

—1/3 

_2 

4 

一 2 

4 

-7 - 


-0 0 

0 

0 

0 - 


f XI = 

— %3 + 

7/6 • %5 , 

同解方程组为 ^ *2 = 

X3 

+ 5/6 • %5 ， 

L %4 = 


1/3 • . 


取 (=1 为和，得基础解系为 


t),=(-i a j,o ， oy ， 



I ， W J ) 


(3) A = 


"1 

-2 

1 

1 -r 



"1 

0 

0 

0 

一 2— 

2 

1 

-1 

-i 一 1 



0 

1 

0 

0 

-4 

1 

7 

-5 

-5 5 



0 

0 

1 

0 

-8/3 

_3 

-1 

—2 

1 1 - 



-0 

0 

0 

1 

-13/3 - 


同解方程组为 


XI =2x5 , 

X2=4x5 9 
__ 8 _ 

_13 

X4 — g X5 , 
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基础解系为 rj =(6，12,8，13,3)'. 

— 1—2 1 -1 11 「10 0 1/2 —7/8 — 

2 1—1 2 —3 0 10 1/2 —5/8 

(4) A . = ^ 

3 —2 —1 1 —2 0 0 1 一1/2 5/8 

-2 一5 1 —2 2」 Lo 0 0 0 0- 

=一丄丰 I 

%1 2 ~ I ~ g X5 j 

同解方程组为 X 2=~ YX 4+- JX 5 , 

-丄 _i 

X3 — 2 欠 4 g • 

基础解系为 

rji = (— 1， 一 1 ，1 ，2，0 ；/，作= (7 ，5， 一 5，0，8 )’ • 

例3用导出组的基础解系表出第一节例1中题(1)， (4) 线 
性方程组的全部解. 

解 由导出组的解，写出基础解系、非齐次方程组的全部解. 

(1) 基础解系为力= (1 ，1 ，0 ,1,-2) ，全部解为 

xi 0 I 

X2 一 1 1 

xs — 0 + A ： 0 . 

X4 一 1 1 

%5 0 一 2 

(2) 基础解系为邛= (3 ，19，17，0 )' ，作= (13 ，20，0， —17)’， 
全部解为 

扪 3 13 

%2 19 20 

= h + h . 

xs 17 0 

X 4 0 —17 

例 4 a ，6取什么值时，线性方程组 
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’ XI + X 2 + X 3 + X 4 + %5 — 1 , 

, 3 %i + 2+ X 3 ~r X 4 — 3 x 5 = a, 
X 2 ~r 2 xs~r 2 xa ~ t 6 = 3 , 
C 5 %i + 4 wh 3 %3 + 3 %4 — X 5 = b • 


有解？在有解的情况下，求一般解. 

解先对3作初等行变换，讨论阶梯形矩阵，作出是否有解 
的 判断; 再代人参数值求解. 


A= 


3 2 
0 1 
-5 4 



一 3 


一 1 



1 0 
0 1 
0 0 
0 0 


-1 -1 
2 2 

0 0 

0 0 


0 

0 


-2 


a 



当#0或#2时，秩 G 4) 乒秩 G 1) ，方程组 无解; 当 
= 2时，秩(乂)=秩《)<5，方程组有无穷多解. 


同解方程组为 


J XI — — 2 十 %3 + %4 + 5%5 ， 
I %2 = 3 — 2x3 — 2xa —6 奶 • 


a =0 且6 


一般解为 


XI 


_一2 _ 


r 


r 


5" 

X 2 


3 


一 2 


一 2 


一 6 

X 3 

= 

0 

~\~k\ 

1 

+ fc 

0 

+ fc 

0 

X 4 


0 


0 


1 


0 

-X 5 - 


- 0- 


- 0- 


- 0- 


- 1- 


其中 fo ， fc 为任意常数. 
例5 XI ~%2 = ca ^X2 


'X 3 - 


ca ,%3 


'X 4 - 


az 9 X4 


~X 5 - 


a 


X,~Xl = CB •证明 : 这个方程组有解的充分必要条件是 2^ = 0. 
在有解的情况下，求出它的一般解. 


1-10 0 0 

0 1-10 0 

证 A = 0 0 1—1 0 

0 0 0 1 -1 

-1 0 0 0 1 


ax 

w. 

03 

OA 


a> 
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知，秩04)=秩(3) ㈡ 2] a. =0 .故方程组有解的充分必要条件是 

i= 1 

5 

I ] a , = 0 .由同解方程组 

i= 1 

xi — X 2 = ax ^ 

X2 — %3 = 02 , 

X3 — %4 = 03 , 

X4 — X5 = (M 9 

xi ax az as m k 

X2 0 03 CM k 

得—^般解 X3 — 0 十 0 ~\~ az ~\~ cm k , 

Xi 0 0 0 aA k 

^5 0 0 0 0 A: 

例 6 证明 :与基 础解系等价的线性无关向量组也是基础解 

系 • 

证 因为与基础解系等价的线性无关组的向量可以由基础解 
系线性表出，所以也是解向量.因为等价，方程组的每个解向量均 
可由其线性表出.又其自身是线性无关的，故也是一个基础解系. 
例7 设齐次线性方程组 

an xi I m 2 X 2 ~r*"~r axnXn = 0 , 

GEi xi I w .2 X 2 ~r*"~r aznXn = 0 , 


(hi XI ~\~ CL2 X2 (hn X n = 0 



的系数矩阵的秩为/•，证 明： 方程组的任意 n —； •个线性无关的解 
都是它的一■个基础解系. 

证显然，齐次线性方程组的基础解系含 r 个线性无关的 
向量.设 n … ，■^- r 是其一基础解系 ， H … 是方程组 
的任意 n — r 个线性无关的解向量，而& ， 备 ， ― ,^-r,^ ,7)2 ，-. , 
叩-,的秩仍为 m . 则由本章第二节例8知&，匕 r 与叩， 
rp ，- ，卞1等价，利用例6结论知，& 5，…是方程组的基础 
解系. 

例8证明 Tji , rf > ，•- - , t ), 是一线性方程组的解，则 w 邛+ 

t 

U2 作+…+ Ut 斗 2 Ui = 1 也是一'个 解. 

i= 1 

证设非齐次线性方程组的特解为7。，&，备，…，&_为其导 
出组的一个基础解系，贝 排齐 次方程组的一般解为 

7 = 70 + ( A：1 5l + fe S + … + kn-r^n-r ). 

而邛，％ ，•_•，％ 是齐次线性方程组的解，则 

= 7o + ( ki } 5i + h 2 色 + … H~ ki n _ r 6/i-r ) (i= 1,2 ,••• ,0 ? 

利用 W 1 + W 2 + … + % = 1 ，得 

Ul rji 十 m % + ••• + 

t t 

= 2 ( Uiki^ )£+•••+ ( Uikip) ^n-r 

i= 1 i= 1 

— 70 + ( A ：1 + fc S + * * • + kn-r 5n-r ), 

所以 T]l + M 2 作+… + ⑶小也是原方程组 的解. 

例9设有齐次线性方程组 

an xi ~\~ CR2 %2 ~{~ • • • ~r axnXn = 0 , 

an XI + CP2 %2 + •••+ O2nXn = 0 , ^ 

dn-l 1 XI I an -1 2 4 _ *** _ r On-l nXn = 0 . 

M , 是系数矩阵 A 中划去第 f 行剩下的 U — l)x U — 1 ) 矩阵的行 
列式. 

(1) 证明 ：( Mi ，- M 2 ，（一 l ) ra _1 M «) 是方程组的一个解. 
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( 2 ) 如果 A 的秩为 n — 1 ，则方程组的解全是 （ Mi ，一 M2 ，…， 
(一 1 厂 1 氣）的 倍数. 

证 （ 1 ) 作 ri 阶行列式 

cai a\i ••• axn 

an cn 2 ••• ain 

D = azi 022 ••• azn 

On-l 1 an-l 2 … dn-1 n 

则 Z )= 0 ，而 M ，一 M 2 ，…，（一 1 ) f 1 M . 是 D 的第 1 行元素的代数 
余子式.若将 D 按第 1 行展开，有 

Cfll Ml + 012 ( — 她）+ … +OU( — 1 y 1 Mn = 0 . 

若按其余行展开，有 

aa M\ as ( — 她） +…+ 伽（一 1 ) n 1 Mn=0 (Z=2,3, …， 7 i —1 ). 
由此两式即知 ，⑽， -M2 Mn ) 是方程组①的一个 

解. 

( 2 ) 因为秩 G 4 )= 所以 

1 = ( Ml ，一她，•••，（ 一 1 y 1 Mn ) 

是方程组的非零解，恰含〃一 r = 1 个向量，故 7 =的为方程组通 

解. 

例 10设(似，似，…，似 ） ， i = l ,2 ,••• , 5 , 

P = ( bi ，& ,••• jbn ) , 

证明 : 若线性方程组 

an xi ax2 X2~r •••n - axnXn = 0 ^ 

CHI XI + 6C2 %2 + •••+ O2nXn = 0 , ^ 

(h\ xi ~r a<2 X2~r•••~r a<nXn = 0 

的解全是方程 61 %1 + fc %2 + … = 0 的解，则 P 可以由 ai ， 02 ， 
…， 0 ^ 线性表出. 

证增加一个方程作方程组 
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an xi I ax2 %2~r ••• _ r axnXn = 0 , 

GEi xi I w.2 X2~r*"~r aznXn = 0 , 

… ② 

Qs\ %\ ~I~ Ch 2 %2 ~I~ • • • ~I~ dsn X n 0 , 

bxi ~\~ k X2~r •••~r bnXn = 0 . 

由题设知，方程组①和②同解，其基础解系含有相同个数的解 
向量，即向量组 ca ，02，… ， a 与 CU ，02，… ， a ，3的秩相等.由第二 
节例18知，两组向量等价， p 可由 cn ，02，…， a , 线性表出. 

例 11 设邛是非齐次线性方程组的一个解 ， T)i ， 作，…，外是 
其导出组的一个基础解系.令 

7i = rp , 72 = T)i + rj) ,… ， 7rM = r), + rp , 

证明 : 线性方程组的任一解7,都可表成 

7= WI 7l + M2 72 + • • •+ M/+ 1 7t+ 1 , 

m + M 2 + •••+ wt+i — 1 . 

证由题设，非齐次线性方程组的一般解可表为 
7= %+ W 2 邛+…+ M +1 % ( W 2 ，…， 盼1 为常数） • 

取 Ul = l ~ V 2 — ~Ut+l ，贝 |J 

y = (wi + I/2 + •••+1/^1 )T)o+ 112 T)l+ … + Ui+l 外 

= Ul + 1/2 ( TJi + TJ) )+•••+ Ut+1 ( 吓 + % ) 

— m 7 i + W 2 72 + • • • + 1 7 t+i . 

ax\ ai2 ••• a\n 

例 12 设 A = 二二…为一实数域上的矩阵. 


Onl 0n2 … dnn 

证明 ：（1 ) 若 |從 |> 2 I (Hj I (Z = 1，2，…，打），则 I A 17^ 0 ； 

j^i 


(2) 若 aa ^> I cuj I (Z = 1，2，…， 7x) ，则 I A I〉0 • 

证 a) 用反 ii 法，以 a 为系数矩阵的齐次线性方程组当 a | 
乒0时只有零解.若齐次线性方程组有非零解 x= u ，於，…，仏 y ， 
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记 I%。| = max \xi | 〉 0, 方程组的第 & 个方程为 

CUq 1 X\ \ ~ 6fcg2 %2 ~\~ • • • ~\~ CUq nX n 0 ， 

整辱 一级 0 / 0 %i 0 — 〉: CU Q jXj 9 

于是 \cu 0 i 0 I \xi 0 \= I X) I ^ X] I ③ o; I I A I ， 


从而 |^V。2 I ^oJ I I I ^ ~y] I CU ( J I ， 

j= 1 I Xi Q I j= 1 

i^o 

与条件 k, |> ；E 丨街 I 矛盾.故方程组只有零解，即 IA | 乒 0 

i^i 

(2 ) 作矩阵 


A(t> 


an ai21 
an t a22 


L_ dn\ t CLri2. t 


out 

(Hat 


， 0<f<l . 


则 A ⑴满足题 (1) 的条件，故 | A ( O |^0. 

因为 \A(t) I 的展开式是 f 的连续函数，且有 

1^4(0) | = on CB 2 … a „ n >0 , | A (1) |= |A I . 

用反证法证 IA |>0 .设 |A |<0.由于 | A (0) |>0, |A | = 
| A (1)|<0 ，故依连续函数的零点定理，存在& 6 (0 ，1 ) ，使 | A(：fo ) I 
= 0 ，与 \A(t) |^0 矛盾.故 |A |= | A (1) |>0 . 

例 13 求出通过点 Mi (1,0,0), M 2 (1,1,0 ),Ms (1,1,1), 
M 4 (0 ,1,1) 的球面方程. 

解 球面方程的一般形式为 

(% — a ) 2 + ( y — 6) 2 +( z — c )~ = /f . 

将 M 屬 ， M 3 ， M 四个点的坐标代人，得到四个关于 a , b , c,R 的方 
程.由克拉默法贝何以解得 ^6=(= l /2 ,/f = 3/4 .故球面方程为 
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8 V 


例 14 求出通过点 M (0，0)， M 2 (1，0)(2 ，1 )， M 4 (1,1), 
Ms ( l ，4) 的二次曲线的方程. 

解类似例13 .因为二次曲线的一般方程为 x 2 + A xy ~\~ By 
+ Cx + Z ) y + E =0 ，将五个点的坐标代人方程可以得到关于 
C ， Z ) ，瓦的五个方程•解线性方程组得 ： A =-2, B =0, C =~1 ,D 
= 2 ， E=0 ，故所求二次曲线方程为 

% —2xj—% J r2y = ^ . 

例15在图 3.1 所示电路中，(：、0为 
结点， i 表示结点间的电流求 h ,12 . 

解根据流人结点的电流之和等 
于流出的电流之和;每一闭合回路电压 
的代数和等于电压降的代数和;可得线 
性方 程组： 

r ii — iz ~\~ 13 — 0 , 

^ — i \ ~\~ h . — 13 — 0 , 

4： ii ~\~2 k =8 , 

、 2 k + 5 — 9 . 



A= 


1 -1 1 

-1 1 -1 

4 2 0 

L 0 2 5 


0 

0 

8 

9- 


10 0 
0 10 
0 0 1 


秩 04 )= 秩 03)=3= 〃，故 方程组有唯一^解 

11 = 1 9 12 — 2 , 13 — 1 . 

例16已知非齐次线性方程组 

J X\~\~h X2 k 2 X3 = k 3 , 

L XI — k%2 + Ji X3 — — li 

的两个解向量 m = (-1 ，1，1 )/和 a2 = (1 ，1 ，一 1)’ ，求其通解. 

I 

k 

一 k 

<3，所以方程组有无穷多解，其导出组基础解系含《 一1 个解 


解 因为 A 的2级子式 


a 乒0为常数） 


9^0 ，故秩（ ^4)= 秩 (3)=2 


• 152 • 



向量. 

T)=m —02=(:— 2,0,2)'是导出组的解， ip^o, 即 1] 线性无关， 
故原方程组通解为 

x = m + ky ]= (―1 ，1，1 )' + k (— 2，0 , 2 )' , k 为任意常数. 

例 17 设线性方程组为 

「 xi ~r ~r fJ-%3 ~r » = 0 , 

I 2xi+ X2 X3~\~2xi = 0 , 

3 xi + (2+ A.)x2 + (4 + 1^)%3 +4x4 = 1 . 

已知 (1 ，一 1 ，1 ，一 1) '是该方程组的一个解 ，求： 

(1) 方程组的全部解，并用对应的齐次线性方程组的基础解 
系表示全部解； 

(2) 该方程组满足 *2 = %3的全部解. 

解将解（1，一1，1，一 1)' 代人方程组，得心再对方程组 


的增广矩阵施行初等行变换，得 



"1 入 

入 1 

0 " 


10 — 2X 1 一 X 

一入 _ 

A= 

2 1 

1 2 

0 

\ 

/ 

0 13 1 

1 


-3 2 + \ 4 + X 4 

1 - 


-0 0 2(2 入一 1 ) 2 入一 1 

2X 一 1 - 


(1) 当 ^1/2时 



"1 0 

0 

1 

0 

A ^、 

0 1 

0 

— 1/2 

— 1/2 


-0 0 

1 

1/2 

1/2 - 


知秩《)=秩(4)=3<4，故方程组有无穷多解，全部解为 

(0,-1/2 ,1/2 ,0 )'+K —2 ，1 ， 一1 ，2 )'，A 为任意常数. 

当 X=l/2 时 

1 0 —1 1/2 一 1/2 
A —^ 0 13 1 1 

0 0 0 0 0 

知秩(3)=秩(4)=2<4，故方程组有无穷多解，全部解为 
?= ( —1 /2 ，1 ，0，0 )’ + /a ( 1 , —3 ，1 ，0 y + fc ( —1，一2 ,0 ,2 )'. 
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其中 / a ， fc 为任意常数. 

(2) 当 #1/2时，若 x 2 = %3 ，由 一 l /2+ A = l /2 —ft 解得 = 
1/2，故方程组的解为 

(0 ，一1/2 ,1/2 ,0 )’+ + (-2 ，1 ，一1，2 )’= (一1 ，0，0 ，1 )’ . 

当入=1 /2时，若 = %3，由 1 — 3 fo 一 2 k 2 = k \ 解得 fc = 1 /4 — 
fc /2 ，故方程组的解为 

5= (一1/4 4/4 ,1/4 ，0 )’+fc (~3/2 ，一 1/2 ，一 1/2，2)’ ， 

其中为任意常数. 

(入=1/2时，也可解得 h = l / 2 — 2 h ，则全部解为 
5= (— 1，0，0 ，1 )’+ fa (3 ，1，1 ，一 4 / ) 

例 18 设有齐次线性方程组 

(1+ O) XI + %2 + . ••十 Xn = 0 , 

2%i + (2 + a)%2 + •••+ 2%n=0 , 

( a >2), 


nxi I nx 2 ~r*"-r (n\ a)xn = 0 

a 取何值时 ，方程组有非零解？求出其通解. 

解 对方程组系数矩阵 A 作初等行变换， 

1+ a 1 … 1 1+ a 1 … 1 

2 2+ a … 2 —2 a a … 0 

A= =B • 

••• ••• ••• ••• ••• 


n n ••• rr \~ a — na 0 ••• a 

a) 当 a =o 时 ，秩 u)=i<n ，方程组有非零解. 

由方程:《1 + *2 +…+%»=0求得基础解系为 
邛= (— 1 j ， o ，•••，()）’，作= (— 1 ， o ， i ，…，0 y ，…， 
邛「 1 = (— 1 ,0，0，".，1)’ • 

所以，方程组通解为 

6— h 1]l + As 1]2 H - \~ kn -\ TJn-l , kl , kn-l 为任意常数. 

(2) 当# 0时 ，对 B 作初等行变换， 
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则当 《=— ，秩 ( A )= n —1<〜方程组有非零解，由同 
解方程组 

一 2xi + %2 = 0 , 

一 3xi + xs = 0 , 

一 nxi ~r %n=0 , 

得基础解系为 i ]= (1 ，2，•••，〃；/ .故方程组通解为 
Z = krj , k 为任意常数. 

例19三 阶矩阵 A 的第1行是 U ，6， C ). a ，6， cF 全为零，矩 
阵 

1 2 3 

B = 2 4 6 , A 为任意常数. 

3 6k 

已知.求线性方程组的通解. 

解 由知，秩 U )+ 秩 ( B )<3 .又由 a 』， c 不全为零， 
知秩 U )>1 . 

当 k ^ 9 时，秩 ( B )=2 ，则秩 U)=l . 

当 A =9 时，秩 ( B )= l ，则秩 ( A )^2 或秩 ( A )=1 . 

(1) 对^：尹9,由 AB =0 可得 
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3 


A 2 = 0 和 A 6 = 0 . 


3 k 

由于邛= (1，2，3/， rj 2= (3，6 ， A :)' 线性无关，故 rji ， t )2 是 AX 
=0 的一个基础解系，故方程组通解为 

5= C 1 ^ + C 2 ,其中 a ， C 2 为任意常数. 

(2) 对 9, 分情形进行讨论. 

若秩 04)= 2 ， 则 AX =0 的基础解系只有一个解向量.由 
A(l,2 ,3 y = 0 知的通解为 

5 =a (1,2 ,3/, ci 为任意常数. 

若秩 G 4)= 1，则 AX =0 的基础解系由两个解向量组成.由于 
A 的第1行 （ a ，6， c ) 中 a ， b ， c 不全为零，故0等价于 mi + 
bx2 ~\~ cxs =0 •不妨设 ，则邛=(―6 ， a ，0 )’ 与 t ) 2 = (― c ，0， a )’ 

是 AX =0 的两个线性无关的解，从而得 AX =0 的通解为 
5— Cl 1 ]l + C 2 , Cl ， C 2 为任意常数. 

例 20 设齐次线性方程组 

xi ~ r 2 x 2~ r 3 xs = 0 , 

工 : 2 + 3 %2 + 5 %3 — 0 , 
xi + %2 + axz = 0 ； 

n. %1+ bX2+ c%3=0 ’ 

' 2xi ~\~% 2 ~\~ (c+1 )x3 =0 

同解.求 a ，6， C 的值. 

解方程组 n 的未知量个数大于方程个数，故有无穷多个解， 
从而方程组 I 也有无穷多个解，故 I 系数矩阵的秩小于 3 . 

对 I 系数矩阵施行初等行变换 


0 0 a —2 


由秩小于3知， a = 2 .于是 
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得 I 的一个基础解系为 （一1 ，一1，1)' •将 XI = —I 9 X 2= — 1 ^ X 3 = l 
代人 n 得 b = l ， c =2 或6=0 ， c=l • 

当6=1 ， C =2 时，对 n 系数矩阵施行初等行变换 
112 10 1 

2 13 0 11* 

故工与 n 同解. 

当 6=0 ， C =1 时，由2 0 2 0 0 0知， 1 与 n 不 

同解. 

故当 a =2， b=l , c =2 时 I 与 n 同解. 

x 第五节 二元高次方程组 

主要内容 

1 .弓 1 理 设 /( x )= at x" ~h ai x" 1 H - h a, , g( x )= bo x m ~h 

是数域 P 上的两个非零多项式，它们的系数 o > ， 
bo 不全为零./(%)与在 /^[ x ] 上有非常数的公因式的充分必 
要条件是，在 P |>] 中存在非零的次数小于 m 的多项式 wU ) 与次 
数小于的多项式 rU )， 使 

u ( x ) f ( x )= v ( x ) g ( x ). 

定理 1 设/(% )= O) /+ GQ / 1 + …+ 与 )= &/ + 
bi i + …+&是 P [%] 中两个多项式 , m , ri >0 ，于是它们的结式 
R ( f , g )=0 的充分必要条件是 / U ) 与 gU ) 在？[%]中有非常数 
的公因式或它们的第一个系数 O ) ， fo 全为零.行列式 



ao ax az ••• On 

a) ax . On 

• • • ••• • • • ••• ••• •_« 

ao cr ••• cin 

bo bi fe ••• bm 

bo bi . bm 

• 99 ••• ••• • • • • • • ••• •_« 

bo b \ ••• bm 

称为多项式 /(%) 与 的结式 ，记为 i ?(/， g ). 

2 •定理 2若 U ^ y 。） 是方程组的一个复数解， 

gyx , y )=0 

则 y 。 是 R “ f ， gO 的一个根;反之，若 y 。 是凡 （/， g ) 的一个复根， 
则 ao (jo )= bo(yo )= 0，或者存在一个复数％。，使（％。 ， y 。） 是方程 

组作，0—个解. 

gKX , y )=0 

疑难解析 

怎样利用结式讨论两个二元多项式的公共零点问题？ 

答设/(% ， y ) 与 g ( % ， y ) 是两个复系数二元多项式，按％的 
降幂重新写出两个多项式 

f{x ) = a > ( y ) x n ~\~ a ( y ) x n 1 + •••+ an ( y ) , 
g(x , y )— bo ( y ) x m ~hbi ( y ) x m 1 + ( y ). 

式中 & ( y ) 和 & ( y ) 分别看成 / 中 { 和 g •中 x m ~ J 的系数 （ Z = 0 ， 
^■，…，^^^。。，…，^^•求出/与贫的结式，记为 R x ( f , g ). 
R x (/， g ) 是 y 的一个多项式，即 R x ( f ， g )= cp ( y ). 

若 /(%， y ) 与 g (^， y ) 有公共零点则以 p 代替多 
项式中: r 后所得一元多项式 /“， P ) 与 gU ， P ) 应有公共根~此 
时结式 ？( y )= o ; 反之，若兄 （/， g ) 有根 P ， 则 /(〜 P ) 与 g ( x ^) 
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的结式 < P ( P )=0, 则》 ( p )=&( p )=0 或者 /( x ， p ) 与 g ( x ， p ) 有公 
共根. 

这样，求 /(%， y )=0 和 g { x , y )=0 的公共解可以归结为求 
?( y )=0 的根.即可以从两个方程中消去一个未知量，所以又称未 
知量的消去法. 


方法、技巧与典型例题分析 


认真辨析结式的概念，学会利用结式求两个二元多项式的公 


共解，熟悉解题的方法与步骤. 

例 1 多项式 f ( x )=2 x 一3% 2 + Xx +2 与 g ( x )= x + Xx " ^ 
3%—1在 X 取何值时有公共根. 


解 因为 f ( x ) 与 〆 ％)的结式 

2 一3 X 2 

2 一3 X 2 

2 一3 X 2 


R(f^g)= 


0 


2 —3 X 

X 一 3 -1 

0 入 一3 —1 


I 1 0 入 一3 — 1 

=( 入 +3)( -入 3 +4入 2 +28入 +157). 


当 X =-3 时， i ?(/， g )=0，/ U ) 与 g (幻有公共根.同时，对入 3 _ 
4入 2 — 28 X — 157=0的任一根，/(%)与 g ( %)有公共根. 


例2 解联立 方程: 


( 1 ) 


( 2 ) 


解 


5 y 2 — 6 xy ~\~5 x 2 一 16—0 , 
y — xy ~\~2 x — y — x —4=0 ； 
x 2 y 2 ~h 4 x —2 y +3=0 , 
x ~\~4： xy — y 2 + 10 y —9 = 0 . 

,1 fix jy )=5 y 2 -6 xy -\~5 x 2 ~16=0 , 

g(x )— y ~( x ~\- l ) y -\~2 x 2 ~ x ~4：=0 . 
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Ry 人 f 


5 — 6x 5 x 2 — 16 

5 — 6x 5 a; 2 — 16 

1 ~x~l 2x 2 ~x~4 

1 — x 一 1 2x 2 — x — 4 

= 32(x~l f (x~\~ 1 )(x~2 ). 

当 ^=1,-1，2 时，足 (/， g )=0 .代入原方程得 


① x=l 

② — 1 


时，解得1 


y — 2y — 3—0 , 

C 1 :。， 解得 

③ ㈣ 二=， 解得尸 2. 

故原方程组有三组解. 

结式用兄 (/， g ) 或兄 (/， g ) ，结果是一样的.选择哪个形式， 
看怎样方便，怎样计算简单. 

(2) 同题 (1) 的步骤，求得结式 

Ry (/,g)—4(^+1 )(%+3 )[ 

原方程组有四组解 


xi — 一 1 
y i = 2； 


X2 == 3 . 

J2 — 0 ； 


1 : 10+3 Is ^ 

(I io — 3 4E) 

l x+ 5 i 

1 x+ 5 i • 

10+3 Is 

: 10-3 is 


JZ z 


5 —' 


JA : 


5+' 


例 3求下列曲线的直角坐标 方程： 

(1) x = / — rhl , y =2/ + (— 3; 

, 9 、 — 2r~hl — i +2( — 1 

(2) x = f2 + 1 ， y = i + l . 

解 将方程的一端移到另一端就得到两个二元多项式，消去 
一个变量“写出结式 iM /， g ) 即可. 
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(1) 建立方程组 


写出结式 


R 人 f ， g 、: 


/— t ~ t ~\- (1 — a;)— o , 

. g = 2 t + (3+ y ) = 0 . 

I 1 —1 1 ~x 

I 1 -1 

1 — 3 — y 

2 1 


0 

l~x 

0 

_3_ r 


= 4x 2 — ixy~\~y 2 — 23x~\~7y~\~19 . 

故曲线的直角坐标方程为 

4x^ — 4 ： xy~\~ y 一 23%+7 y +19=0 . 

(2) 建立方程组 

J f = xt ~ 2 rh (x~l )—0 , 

L g = ( y —1 )t —2 rh ( y + l )=0， 


写出结式 


—2 x~l 


x 一 2 

x~l 

—2 y+1 


y 一 1 —2 

y~\~ 1 


， g )= 

y— 

= 8 a ; 2 — 4 ： xy~\~5y 2 — 8x~\~2y — 7 

故曲线的直角坐标方程为 

8a; 2 — 4^y+5 j 2 — 8^+2y —7=0 • 

例4求下列 结式： 

(1) q 与 q ; 

(2 ) x nJ r %—1 与欠 2 — 3%+2 ; 

(3) % n +l 与（％—1 ) ra • 


解 （1) 


/=^W+ 〜 2 + 出， 


-1 
% — 1 


X 


一 1 


'X° X A X 3 X 2 x~\~l 
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写出结式 (/ 占6行 w 占4行），计算得 

R(f ， g 錢 . 


( 2 ) 


/= x nJ r x~l , 
g= % — 3%+2 • 


写出结式 (/ 占2行， g 占 ^ 行），计算得 

R = (/， g )=3(2 n +3). 
(3) 用数学归纳法 证明尺 (/„ ，& )=2' 


打=1时， 



一 1 


= 2 . 


设几 一 1 时，尺 (/«-l , gn-l )= 2 n 1 成立. 

R(fn ，心 ）(/, 与 ❺各占 n 行 )=2^(/^ ,g n -i )=2' 
复数域 C 上的〃次多项式 

f(x )— a> x n ~\~ ax % n 1 + •••+ an 

的全部根为 ca ，02 ，… ， cc « eC ， 则乘积 


D = d) n 2 JJ (at — aj f 

称为多项式 / U ) 的判别式.多项 ; 式 / U ) 有重根的充分必要条件 
是 D =0 . 

例5求/(%)= ax 2 + 6%+ c 的判别式 • 

解因为/(%)=2似；+6,所以 

R(f )= a ( b 2 — 4 ac ). 

于是 D = (―1 丄 i ? (/，/’）= 6 2 —4 ac • 

乙 a 

例6当 A ： 取何值时，多项式/ ( x )= x 一 4%+ A ： 有重根？ 

解因为/ (%) = 4% — 4，所以，由 

/?(/，/ )=4 4 a 8 -27 )= 0 ^> k = 3 ，3 e ，3 e 2 ， 

其中 e = —1+ 3 i . A : 取 e ，3 e ，3 e 2 时， / O ) 有重根. 
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第四章矩 阵 


矩阵是高等代数(特别是线性代数）的重要研究对象，通过本 
章要熟悉矩阵的运算和它们的一些基本性质. 

第一节矩阵的运算 

主要内容 

1 .定义 1矩阵 A =( a ； ) sn 与 B = (bg ) s „ 是两个 sX ri 矩阵，则 
矩阵 A 与 B 的和为 

C (Ct). )ns ( 仏 ).）ns ~I~ Cbij )ns • 

结合律 A+(B+C)= (A+B)+C. 

交换律 A+B=B+A. 

A+0=A, A+(~A)=0, A — B = A +(— B ). 

秩(4+«)<秩(4)+秩 ( B ). 

2 .定义 2 矩阵 A = U ) sn 与 B =( b tj U 的乘积为矩阵 C = 
(cij )sm = AB ， 式中 

Cij CUi j I QjZ j I ••• din bnj > : CUkbkj . 

k= 1 

仅当左矩阵的列数等于右矩阵的行数时两个矩阵才能相乘. 
结合律 A(BC)= (AB)C. 

分配律 ACB+C)=AB+AC,(B+C)A=BA+CA. 

矩阵乘法一般不满足交换律，即不满足消去律，即 AB= 

AC=f>B=C. 
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1 

3 .定义 3 En = \ 称为 n 级单位矩阵. 

1 

AEn = A 9 EnB = B . 

4 .定义4 M 称为矩阵 A 与数 k 的数量乘积，即用数 A 乘矩 
阵 A 的每一个元素. 

( k + l ) A = kA + lA , k ( A + B )= kA + kB , 
k ( IA )=( kl ) A , 1 A = A , k ( AB )=( kA ) B = ACkB ). 
k 

kE = ^ 称为数量矩阵，且有 

k 

kA =( kE ) A = A ( kE ). 

5 •定义 5 A = (街）,》的转置是 A '= (印 , ）„ s . 
( A ， ) ， = A ,( A + B ) ， = A ， + B ， ,( AB ) ， = BA ， ,( M ) ， = M ， . 

疑难解析 

为什么双重求和 符号可 以交换次序？ 

答在证明矩阵乘法性质时常用到这一性质.因为 

2 2 _ = 2 * ^ b, 

i= 1 j= 1 i= 1 7=1 

= cabi~r axb 2- r***-rai bn ~\~ 02 bi ~ razb 2- r * 99 - ra 2 bn 

+ ••• + (bbi 1 as62 + ••• + cubn , 

S ] y ] cubj = X ) 2 也 bj 

j = 1 i= 1 j=l i= 1 

— axb\ 1 0261 + ••• + (hb\ a\bz \ azbi \ \ oubi 

+ ••• + axbn~r az bn ~r • • • ~r abn ， 

s n n s 

所以 2 2 = 2] S ^ ，即双重求和符号可以交换次序. 

i=l j=l 7=1 t'= 1 
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方法、技巧与典型例题分析 

矩阵的基本运算是必须熟练掌握的，对运算的条件与规则应 
该十分熟悉 . 


例 1 对下列矩阵，计算 AB AB BA . 


-1 


(1)A= 2 1 2 


B= 2 -1 

1 0 


(2) A- 


a 

c 


c 

a 


111 


B= 


2 -2 


a c 
b b 
c a 


解 （ 1) AB= 6 


1 


0 


4 0 0 
BA= 4 10 


AB~BA= 


-12 434 

一 2 4 0 0 2 2 —2 

0—410=2 0 0 


-1 


4 3 4 


4 -4 一 2 


l + b 2 + c 2 


b 2 ~\~ 2 ac 
a 2 + b 2 + c 2 
a~rb~rc 


ar\~ b~\~c a 

(2 ) AB = cr\~ b~\~ c b 2 ~\~ 2 ac 
3 cr\~b~\~c 

ac~\~ cr\~ c ab~\~ b~\~c a 2 +2c 
BA= bc~\~ cr\~b b 2 ~\~2b ab~\~b~\~ c 

c ~\~ 2 a bc~\~ cr\~b ac~\~ cr\~c 


AB 


b—ac 
c—bc 
3~c —2a 


—ab—b—c 6 2 +2 


ac — a 


~ac 


2ac—2b a +6 2 +c —ab—b—c 

c — be b — ab 


例 2 计算下列矩阵 : 
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(1) 3 1 0 
0 1 2 


( 2 ) 


-4 



(3) 


(4) 


cos9 一 sin9 
sin 屮 cos9 


1 1 

(5) (2,3，一1) —1 ， 一1 (2,3,-1)； 
-1 -1 



an 

bi2 

bi x 


入 

1 

0 n 


(6) (x ，y，l) 

ax2 

an 

fe y 

;(7) 

0 

\ 

1 

9 


h 

h 

c 1 


0 

0 

\ 


1 — 

1 

一 1 

-1 2 

1 

一 1 


一 1 

一 1 

一1 

1 

一 1 

-1 

-1 

1 


-1 

一 1 

(8) 

1 



-1 

-1 


1 


-1 — 

1 

一 1 


一 1 

—1 — 

1 

一 1 

1 

-1 

一 1 


一 1 

1 


2 1 1 2 2 11 
解 （1) 3 1 0 = 3 1 0 
0 12 0 12 


2 11 7 4 4 

3 1 0 = 9 4 3； 

0 1 2 3 3 4 


( 2 ) 


-4 


—4 2 —4 2 —4 


(3) 用数学归纳法证明 


: 1 时显然正确.设 n —1时， 


厂 1 





n 


对含有〃的习题，一般先计算 〃=2,3时的结果，从中得出计 
算规律，提出归纳假设，然后再用数学归纳法证明. 
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(4) 用数学归纳法证明 C ° S<P 

— sin 9 

COS7T9 

sin 9 

cos 9 

sin 叫 

当 n=2 时， 




cos 9 一 sin 9 cos9 一 sin9 


— sin 叫 
COS719 


sin9 cos9 sin9 cos9 


cos 2 9 — sin 2 

9 一 2 cos 9 sin 9 

cos 2 <p 

— sin 2 <p 


2 sin 9 cos 9 

cos 2 9 一 sin 9 

sin 2 <p 

cos 2 <p 

设几一 

1 时， 




cos 9 

— sin 9 71 

cos (几 一1)9 

— sin ( n —1 )9 

sin 9 

cos 9 

sin (7 i — 1 )9 

C 0 S (71 _ 

-1)9 ? 

则 





cos 9 

— sin 9 n 

cos 9 一 sin 9 n 1 

cos 9 

— sin 9 

sin 9 

cos 9 

sin 9 cos 9 

sin 9 

cos 9 


cos (7i — 1)9 — sin(n — 1)9 cos9 — sin9 
sin ( 一 1)9 cos(n — 1)9 sin9 cos9 
cos 7i9 — sin 叫 

sin 7i9 cos7i9 




1 




(5) (2 ， 3 ，一 1) — 

-1 = 

0, 




- 

-1 




1 




2 3 

一 1 

一 1 

(2 ， 3 ，一 

1)= 

-2 一 3 

1 

-1 




-2 一 3 

1 


an 

C&2 

h 

X 


(6) (x ， y ， 1 ) 

012 

022 

h 

J 



b\ 

h 

c 

1 



= (an x~r ai2 y~\~ h ,012 x~r ca2 y+ fe , 6 i x~\~k y\c) y 

1 
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— ax\ % 2 ~\~ 2 ai 2 xy~\~ azi y ~\~2b\ x~\~2k y~\~c . 
(7) 用数学归纳法证明 

1 ol" r nr - 1 

0 入 1 = O 入 " nT— 1 


当《=2时， 


-入1 

0" 

2 


1 0" 

~ \ 1 0 ~ 


-f 

2 \ 

1" 

0 \ 

1 

= 

0 

入1 

0入1 


0 

入 2 

2入 

-0 0 

入- 


-0 

0入- 

-0 0 X - 


- 0 

0 

入 2 - 


设^一1时， 



1 0" 

re - 1 

r _1 

(n~l)X n ~ 2 

(n~l)(n~2). n -^ 

2 入 

0 

入 1 

— 

0 

入 ra_1 

u-i)r— 2 

-0 

0 


_ 0 

0 



X J 


则 


_ 入 

1 

0 " 

n 


1 

0 " 

n~\ 


1 

0 " 

0 

入 

1 

= 

0 

\ 

1 


0 

\ 

1 

-0 

0 

入 - 


-0 

0 

入 - 


-0 

0 

入 - 


k nk 2 

0 r nr -1 

oo r 


(8) a 2 = 


1 -1 -1 -1 4 

一 1 1 -1 -1 _ 4 

-1 -1 1 -1 _ 4 

-1 -1 -1 1 4 


= 4 芯，则 


当几 =2 A : 时，丫 = A 2 *=(4 五 / = 2“# = 2 n E ; 

当几 =2 A ：+1 时 A n = A 2k+1 = ( A 2 ) k A = 2 n EA = 2 n A . 
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例 3 设 /(\) = aoX m ~\~ ai X m '十…+心^是一■个 71X71 矩 
阵，定义 / ( A )— a ) A' n + ax A m 1 ^ OmE /( A ). 

2 1 1 

(1) /(入)=入 2 —入一 1， A = 3 1 2 ； 

1—10 

2 2 —1 

(2) f ( X )— X — 5 Xrh 3 ? A = • 


解 （ i ) a 2 = 
f ( A )= A 2 ~ A~l 


8 2 4 

11 2 5 

一 1 0 -1 


，故 


8 

2 

4 2 

1 

1 1 

0 0 

=11 

2 

5-3 

1 

2-0 

10 

—1 

0 

—1 1 

-1 

0 0 

0 1 



7 -5 


10 

-5 

(2) A 2 = 

= 


,5 A = 




— 

-15 12 


-15 

15 

A )= A Z 

- 5A + 3E 





7 

-5 

10 

— 5 + 

3 

— 

-15 

12 

-15 

15 

0 


8 0 
-2 1 


，故 


0 


0 0 
0 0 


例 4 若称矩阵 B 与 A 可交换.设 

10 0 


(1) A = 


0 


(2) A = 0 12 


0 10 

(3) A = 0 0 1 • 

0 0 0 

求所有与 A 可交换的矩阵. 

解将 A 写成 E + Ai ，利用 AB = BA ^> A ^ B = BAi 解 岀忍的 
元素，求得 
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(1)令彳=叫〔 

因贝 I ] 由 


0」 


，设 B= 


a 

c 


与 A 可交换 . 


"0 1" 

a b 


a b 

"o 

o" 

-0 0- 

- c d- 


- c d- 

-0 

1- 


得 c= 0 ， ct= d ，故所有 B 的形式为 B = 。 

L 0 aJ 



"0 0 0" 


a b c 

(2 ) 令 A= E+ 

0 0 2 

B= 

ax bi ci 


-3 11- 


- W. bl C2 - 


与 A 可交换 . 


由 



"0 0 0" 

a b c 


a b c 

"0 0 0" 

A\ B= BA\ 

0 0 2 

ca bi a 


ca bi ci 

0 0 2 


-3 11- 

L ce fe cz- 


^ ai fe C 2 」 

-3 11- 


得 a= b\ , 6=0 ， c=0 , = f Cl ， & = 言， C2 = bi+^ . 

故所有忍的形式为 

b\ — f 0 0 

B = ca b\ ci 

1 i , , i 

2 ci 2 Q & ~ ~ 2 

a b c 

(3) 设 a bi ci 与 A 可交换•由 

m h cz 

0 10 a b c a b c 0 10 

0 0 1 a\ bi a = ax b\ a 0 0 1 

0 0 0 02 bz cz azk.cz 0 0 0 

得 gq = ce = fe = 0 , bi = a ， C 2 =a ， ci = b • 
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a b c 

故所有 B 的形式为 B= 0 a b • 

0 0a 
ax 0 … 0 

0 QZ • • • 0 

例 5 设义= ，其中 a 尹 《 ，当^ ( i，y 

0 0 ••• On 

=1，2，•••，〃）.证 明:与 A 可交换的矩阵只能是对角矩阵. 

证显然任何对角矩阵与 A 都可交换. 

bn bi2 … bin 

再设 B = &1 与 A 可交换，则由 BA ， 得 


bnl bnZ … ban 


ax bn 

ax bn 

… a\ bin 

ax bn 

az bn … 

dnbln 

6 E bn 

az bz2 

… az bin 

ax bn 

az bz2 … 

Qn})2 n 

y 

Cln 1) nl 

Clnbr& 

… Cln bnn 

ax bni 

(H bn2 … 

Cln I)nn 

因此 （a — 0/ 

)bij = 

o ( 故 y )， 因 cu ^ 

0/ ，时 ，从而 bo : 

= 0,故 B 为 


对角矩阵. 

综上所述知，与 A 可交换的矩阵只能是对角矩阵. 

例6用£；_表示 i 行 y 列元素为1，而其余元素全为零的 nX 
矩阵，而 A = ( 0«_ )„ x „ ，证 明: 

(1) 若 A £ i 2 = £ i 2 A ， 则当 *尹1 时 》i = 0, 当 时 = 

(2) 若 AEg = EjA ，则当时似,_ = 0,当々尹/时_ = 0,且 

CUi = CLjj ； 

(3 ) 若 A 与所有的 n 级矩阵可交换，则 A — 定是数量矩阵，即 

A= aE. 

证 （1) 由 A 五 12 = £1 2 A ，得 
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an 


an 


(Hn 


0 an 0 … 0 

0 cEi 0 ••• 0 0 0 … 0 

> • • • • • • • • • • • • • • • • • • •« 

0 dni 0 … 0 - -0 0 … 0 

所以 时 ，级 1 = 0 时 ， azk = Q • 

(2) 由 AE 4 = EyA ， 得 

0 … 0 cu 0 … 0 

0 … 0 似 0 … 0 

» • • • • • • • • • • • • • 

0 … 0 dni 0 … 0 

所以， A ：# 纟时，伽= 0 ; A ：#) 时，_ = 0，且瓜=% • 

(3) 数量矩阵与任意 n 级矩阵可交换是显然的. 

反之，若 A 与任意 n 级矩阵可交换，则必与可交换，则由 
题 (2) 知， A 是数量矩阵. 

例7 若 AB=BA , AC = C 4 .证 明 ： A ( B + C )= ( B + C ) A ; 
A ( BC )= ( BOA . 

证因为 AB=BA , AC ^ CA ，所以 

ACB + C )= AB + AC = BA + CA = CB + C ) A . 

A ( BC )= CAB ) C = CBA ) C = BCAC )= BCCA )= ( BC)A . 

例 8 若 证明: A 2 = A 当且仅当 B 2 = £. 

证因为 A = + ( B +£)， 所以4 2 =十(政 + 2 B +£). 

若= A ，即古 ( B + 五 )=j ( 政+ 2 B + 五)，从而得政= £. 
反之，若 B 2 = £，则由 A 2 = ^ (政+ 2 B+ 幻知， A 2 = 
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j(B+E)=A. 

例 9 若 A'=A ，则称矩阵 A 是对称的 . 证 明 : 若 4 是实对称 
矩阵且 = 则 A=0. 

证设 

an ax2 ••• ax n 

an ai2 ••• au . 

A= ， A=A , 

- OnX Qnl … Onn_ 


则由 




an 

ax2 • 

• OXn 

an 

an • 

• (in\ 

A 2 ~~ 


az\ 

an • 

• OZn 

ax2 

W.2 • 

• OiZ 

= AA f = 

… 

(M. • 

• Onn- 

— OX n 

a2 n • 

9 Onn- 



«1 + «2+ •**+ dn 

m J2 + •••+ dn 

- dll 02 • •+ din _ 

= 0 , 

得 an + 么 + …十 cun = 0 ( 户 1 ， 2 ， ••• ，打）， 即 ay- = 0 ，从而 A= O. 

例 10 若 A'= —^4 ，则称矩阵 A 是反对称的 . 证明 :任一 nX n 
矩阵都可表为一对称矩阵与一反对称矩阵之和 . 

证设 B 为任一 n 阶方阵，作 

a= + (B+B’ ）， R=J(B-B'), 

则 B; = 音 (B+B’ )’ = 音 (B’+ (B’)’ )=y(B ， + B), 

B2 = y (B—B ! )’ = 含 (B’ 一 (B’)’ )= 含 (B’ -B)= —士 (B-B'h 

所以， a 是对称矩阵， & 是反对称矩阵 . 
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B = Bi + B 2=^( B + B ， ) 十 fcB — 忍’）， 

即 B 可表示为一对称矩阵与一反对称矩阵之和，且表示法唯一. 

例 11 设 &= + 一 +…+ (k = 0 ,1 ,•••) , CUi — Si+ j~2 

(“ y = l ，2 ，…，打）•证明 ： lao 卜 JX (%i — %; ) 2 • 

i<j 

证因为 


I CUj | = \si+j-2 \- 


50 

51 


si … 5n-l 
52 … Sn 


Sn-l Sn ••• 52n-l 

n %i + •••+ Xn • 

X\~\~ Xn XI + *••+ Xn • 


xi 1 + •••+%« 


L I I ra—1 n I I n 

I ••• I XI _ r*** _ r Xn 


2n~l 丄 

XI 十 … 


+ L 


n _ 1 n _ 1 

XI X2 


n—\ 

Xn 


XI 

X2 


n~l 

XI 

n~l 

X2 


7l — 1 

Xn 


(由范德蒙行列式） 


= IX (xj — A； t ) JX (xj — Xi) = JX (xi — Xj f . 

i<l j i〈j fC j 

例 12 若 A ， B 都是 nXn 的对称矩阵，证明 : 也对称当且 
仅当 A ， B 可交换. 

证因为 A = A ' 所以 

若对称，则 AB = ()' = B V = BA ，即 AB 可交换. 

若 A，B 可交换，即 AB = BAM \ AB = BA =^ A '= ( AB )' ，从而 
AB 对称. 

例13设 A 是 nX 矩阵，证明 :存 在一个 n 的非零矩阵 
B ，使 AB =0 的充分必要条件是 | A |=0. 

证必要性设 B =( fr ，&，…，幻，其中&是 B 的第/列 
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(列向量）.由 B 乒6>，故必有 io ，使 fc 。 乒 0. 又因为0,即 
ACbi , k ，…，办„)=0,从而 Afc =6>， 即方程组 Ax =0 有非零解，则 
|A|=0. 

充分性若 |A | = 0,则方程组 Ax =6) 有非零解 h .作 B = 
(fe , h ，… ▲参 0， B 中 bz ，…， bn 均为零向量，则 Aft , = 6) 0=1, 
2，•- - , n ) ，于是 AB =0. 

例14设 A 是 nX n 矩阵，若对任一 re 维向量 x = (%1 ，：《2，…， 
xn )' ，都有 则 A =0. 

证因为线性方程组 Ax =0 的基础解系含 n 个线性无关的 
解向量，故秩 04)=0 ，即 A =0. 

例15设 B 为一 r X r 矩阵， C 为一 矩阵，且秩 ( C )= r ， 

证明： 

(1) 若 BOO , 则 (2)若执>(7，则忍=£：. 

证 （1) 因为秩 ( C )= r ， 所以 C 中至少有一 r 阶子式不为零， 
(不妨设 C 的左上角；' 阶子式为 G ， |G | 尹0)，则 BC = 0 , 依例 
13知， B =0. 

(2) 由 五)(^0,由 （1) 得 B ~ E ^ OMB = E . 

例 16证明 ：秩 ( A + B )^^( A )+ 秩 ( B ). 

证证明要利用向量组的极大无关组概念. 

记 B = (译，择，••• ) ， A = ( ai ，02，••• ， a „ )， 

贝 lj A+B= ( ca + (i ,CG + (i ， … ， a n +[ii). 

设 m ，… ，叫与 ，…，民分别是 A 与 B 列向量组的极大无关 
组，则 

ou= k' ai + ••• + 々、 a ri ， P，- = h t (i + •••+ [i 2 , 

从而 a；+ Pi= /a, ca H - h h r a ri + /；, (i H - h Z, 。 艮 2 ，艮 P A+B 的列 

向量组可由 ca ，… ，叫， @ ，…，艮线性表示.故 
秩(4+«)<秩(4)+秩 ( B ). 

例17设 A ， B 为 raX ri 矩阵，证明:若 AB = 0，则秩(^4) + 
秩⑻ < n . 
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证 记 t (6 i ， fc ，••• ， ft, t ) ，贝 Ij 由 AB = 0 % Abi =0 ( Z =1，2 ， 
…， 〃） ，故知 & 是齐次线性方程组的解向量.所以 

秩—秩04 )1 > 秩04)+秩(5)<几. 

例 18设(你）为 n 阶方阵，而(也 ) ，这里也是啦的 
共轭数.证明 :如果 = 则 A =0. 

证由于 A =( 珣），荔=(也），故 

, z_j azj~a2j 

AA = ^ = O ， 



从而 S « y '^ y = 2 丨 ％ I ~ o (y = i ，2 ，…， 7 x ) ，于是仏) = o ，艮 p 

；-i j =i 

A = O . 

例 19 若 / = £ ，则 A 称为对 合矩阵 .设 A ， B 都是对合矩阵， 
证明 : AB 也是对合矩阵的充分必要条件是 A 与 B 可交换. 

证设为对合矩阵，则有 CABf = £，故 

E = CABf = ( AB )( AB )= ACBA ) B . 

对上式两端左乘 A ，右乘 B ， 由于 A ° = £ J ， B ^ = £ J ， 故 
AB = A Z ( BA)R ^> AB = BA . 

反之，若 AB=BA .对等式两端右乘，得 
(ABf = BAAB = BEB = ^ = E , 

所以，为对合矩阵. 

例20 设 A 是一个 n 阶方阵，秩 U )= 1 ，证 明： 

ax 

( l ) A = (bi ,k ，- ,6»)； (2) A 2 = M . 


On 

证 （1) 由于秩 04 )=1 ， 故必有 A 的某元素且 A 的 
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任意两列都成比例，若记 A=(ai ,02 ，则有 a ,= b , pi ，其中 

这 = (ai ， … ， <&)' 为非零列向量，于是 

A = ( ai ,02 ， … ,a n )= (bi ，fc 卩 ,••• ,bn^i ) 

b\ ax bz ax • • • b n ai ax 

b\ az fe 02 • • • bnai 02 

= = (bi ，…， b n ) • 

• • • • • • • • • • • • 

h On &2 On … bn dn On 

(2> 由题 (1) 知 

ax ax 


A 2 


az 


(b\ ,fe bn) 


az 


(In ， bz ，…， bn ) 


On Qn 

ax 

w. 

= k (h ， h ， … ， bn) = kA ， 


CLi 


ax 

式中数 A := ( bi ， bz ，…， bn ) = y^jbiai . 

• • • i=\ 

dn 

例 21 设 A 为 2 X 2 矩阵，证明:若/= 0，泛2,则 A 2 = 0. 

证 由于/ =0,则有0= W |= |A 「 ， 即 |A | = 0，因而秩 04) 

=1或0,故可利用例20结果，有 a [&，&].从而 

(H 

A 2 = M ， A '= k l ~ ] A (^2). 

因为 则由 A l = k '^ ] A = O =^ > k =0 ，所以 A = kA =0. 

例 22 设 A 为 nX n 矩阵，证明 :如果 A 2 = 玖对合矩阵），则 
秩04+五)+秩04—五)= n . 

证因为 = ，所以 
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0= A l - E =( A + E )( A - E ). 

则由例 17 知，秩 （ A + £) + 秩 （A — n . 又 2 E = ( A + E )-\~ 

04 — £)， 则由例16知 

^=秩(2£)=秩[(4+£)+(£—^4)] 

<秩04+ £ D + 秩 ( A — E ). 

综上可知 秩 U +£)+ 秩 ( A — 

例23设 A 为 n 阶方阵，且 A 2 (幂等矩阵）.证 明： 

秩 C 4)+ 秩 C 4 —五)= 

证因为 A 2 ，所以 A : ' ~ A = (A — £：) A = 0,则由例17得， 

秩 C 4)+ 秩 C 4 —又由例16得 
« =秩（五)=秩 [(£— A )+ A ] 

<秩 （£— A )+ 秩04)=秩04— £)+ 秩 C 4). 

综上可知 秩 ( A )+ 秩 ( A —£)=«. 

例24设 A ， B 都是幂等矩阵，证明 . A+B 是幂等矩阵的充分 
必要条件是 AB = BA =0. 

证因为4 2 =^4，政=忍，所以有 

( A + Bf = A z + AB + BA +^= A + B +( AB + BA ). ① 
若 AB = BA = O ， 则 ( A + B ) 2 = 4+ B ， 即 A + B 为幂等矩阵. 

反之，若 ( A+Bf = A + B ，则由式①得 AB + BA = 0,即 AB = 
一似 .由此得出 

AB = A 2 B = A ( AB )= A ( — BA ) 

=一 ( AB ) A = — (— BA ) A = BA 1 = BA . 

比较 AB = —BA 与 BA 知 , AB = BA =0. 

第二节矩阵乘积的行列式与秩 
矩阵的逆与矩阵的分块 

主要内容 

1 .定理1设尤 B 是数域 P 上的两个 nX n 矩阵，则| = 
|A | |B | ，即矩阵乘积的行列式等于它的因子的行列式的乘积. 
推论1设 Ai ，…， An 是数域 P 上的 nX ri 矩阵，于是 
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|Al A 2 •••Am |= |Al I \Az !••• I Am I . 

定义 1 若 |A I 乒 0 ，则数域 P 上的 nX n 矩阵称为非退 化的； 
否则，称为退化的(或降秩的）. 

推论2设 A ， B 是数域 P 上 nX n 矩阵，矩阵为退化的充 
分必要条件是 A ， B 中至少有一个是退化的. 

2 •定理2设4是数域 P 上 nX m , 矩阵， B 是数域上 mXs 矩 
阵，则 

秩 UBKmin [秩 ( A )， 秩 ( B )]， 

即乘积的秩不超过各因子的秩. 

推论3若 A = AiA 2 … A ，则秩[秩 (▲)]. 

3 .定义2若有《阶方阵 B ，使得 AB= BA= £，则称 n 阶方 

阵 A 是可逆的. 

若矩阵 B 适合，则称 B 为 A 的逆矩阵，记为 

A— 1 . 

4 .定义3设“是《阶方阵 A = U > ) 的代数余子式，则矩阵 



An 

A21 

… Anl 

A* = 

A\2 

A22 

… An2 


— A 1 n 

A 2n 

… Ann 


称为 A 的伴随矩阵. 

5 .定理 3 矩阵 A 可逆的充分必要条件是 A 非退化，而 
A 1 = | A ' ( \A |^0 ). 

对于《阶方阵 A，B ，若 AB = 仏则 A ，《均 可逆且互为逆矩阵. 
推论 4 若矩阵可逆，则 A' 与 AB 也可逆，且 04' 广= 
04— 1 )' ,( AB ) l = B l A l . 

6 .定理 4 设 A 是一个矩阵，可逆矩阵， 2 是 
« Xri 可逆矩阵，则 

秩(4)=秩（以)=秩(42) 
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7 •设 


A O 
C B 


，式中 A 是 A 阶可逆阵 ，忍是 阶可逆阵，(： 


是以^：矩阵，0是^^「矩阵，则 


D 1 


A 


0 


若 


A C 
0 B\ 


，则 D 


B l CA 1 B 


A -1 -A CB 1 


O 


B 


疑难解析 

1 . 用伴随矩阵求逆矩阵应注意哪些问题？ 

答 因为 A 4= tA ' ，所以，必须 | A | 乒0 .又因为^ = 

( Aji ) ，所以当 ra 较大时，儿；< 的计算量较大.从而，一般仅当 n <4 时 
才使用伴随矩阵法求逆矩阵. 

2. 怎样求解矩阵方程？ 

答 含有未知矩阵的方程称为矩阵方程.常见的线性矩阵方 
程有以下三种基本形式 

AX = C , XB = C ， AXB = C . 

当 A ， B 都为方阵且都可逆时，三种方程的解为 

X=A 1 C , X=CB 1 , X=A CB . 

解矩阵方程时，要注意以下 几点： 

(1) 矩阵乘法不存在交换律，因此不可随便更换相乘 次序； 

(2) 矩阵乘法不存在消去律，因此不可随便约去相同 因式； 

(3) 若矩阵方程不符合上述形式时，要先用恒等变换化为上 
述形式. 

3. 对矩阵的加法和乘法的分块运算要注意哪些问题？ 

答 因为只有同型矩阵才能求和，所以在对加法进行分块运 
算时，必须对两个矩阵的行和列施行相同的分法. 

因为仅当左矩阵的列数等于右矩阵的行数时，两矩阵才能相 
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乘，所以在对矩阵乘法进行分块运算时，必须使左矩阵列的分法与 
右矩阵行的分法一致. 

方法、技巧与典型例题分析 

n 阶方阵 A 的行列式记为 |A | 或 detA ，有以下运算 规律： 
det(M )= k n A , det (AjB)=detA • deti5, 
det ( A k )= (detA / ， det(A _1 )= (detA) -1 (A 可 逆）. 

例 1 设 A 为 3 阶方阵，是 A 的伴随矩阵 ， detA =^ ■，求 

det ( 含 A) — 10A". 

解 det ( 士 A) —10A =det[3A 1 — 10(detA)A 1 ] 


= det(3A 1 — 5A 1 ) 

= 一 8det (A 1 )= —16 • 


(因为 A 4 _1 = £ ，所以 | A | | A —' 

i=i ， ia — 1 

|=1 /|A 1) 


1~{~ xi yi 

XI J2 " 

• XI Jn 

例 2 计算行列式 

X2 y\ 

l~r %2 y2 • • 

* X2 Jn 


Xnjl 

XnJ2 •• 

• 1+ XnJ, 


XI 



解 detA =det En ~\~ (yi 

, y 2 ，… ) 



Xn 

XI 



=1+ (ji ,j2 ,••• ) — 1+ 2 Xkjk • 


若将行列式中 1 换作 a ， 则 detA = a 1+2 Xkjk 

k= 1 
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例 3 a 6 c ，求 detAA '. 

2/2 2 

L a b c J 

解 detA = ( b ~ a )( c ~ a )( c ~ b ), 

detAA f = detA • detA ’= ( b—af ( c~af ( c~bf . 

_ 1 —1 1_ 

例 4 2 1 0 ， 求 AA f , | A 4 X I ， | A X I • 

-1 3 0- 

解因为 |_A |=5 , AA ：< = IA |戶5 五 ，所以 AA ，： =5 E . 

\ AA * |— |5 五 | = 5 3 ，则 | A X | = |5 3 = 5 2 • 

例 5 证明 ：AA = A * A = \A \ E . 

证设 A =( 你 ） ，记 A 4 >： = (bij ) 

bij = CU\ A y'l I CU2 Aj2~\~ CUnA jn = |A |8i/' 9 

式中 A 是 |A I 中各元素的代数余子式，故 

AA * =(\A \ 8ij )= \A \ (8ij )= \A \ E . 

类似可证 

A * A = Zj Ahaii = (I A I S ,- ) = I A I £： 

例 6 设 A ， B，C 均为 《 阶矩阵 ，£ 为单位矩阵，若 B = E + 
AB , C = A + CA ,^ B - C . 

解由 : + AB =>(£：— 五 一 A )— 1 • 

又由 C = A + CA =^ CCE - A )= A =^> C = A ( E - Ar 1 . 

故（^=^4(五二4) _1= 46.于是 

B — C = BAB = E . 

在矩阵的计算中，要对矩阵间的相互关系与代换进行认真的 
分析. 

例7证明:若/=0，则 

( E —^4) _1 = 五+^4+^4 2 + … ]. 


• 182 • 



证 (E+A+A'H - VA k 1 )(E — A)= £f 一 A k = E. 

由逆矩阵定义知 ，（ £—A)— 1 = £+A+A 2 + … 1 . 

例 8 设 A ， B ， A+ B 均为 n 级可逆方阵，证 明： 

(1) A— } + B— 1 可逆，且 C4— L + B— 1 y l =A(A+By' B ； 

(2) ACA+By' B=BCA+By 1 A. 

证 （ 1) 因为 （ A—i + B— 1 )D4C4+B)—'B] 

= (E+B^A)CA+By'B 
=CB 1 B+ B ' A)(A+ B) 1 B 
=B 1 (B+A)(A+By' B 
=B B=E, 

所以 A— 1 + B— 1 可逆，且 04— 1 + B— 1 )— 1 =A(A+BV 1 B. 

(2) 因为 (A^ + B^ 1 )[B(A+B) _1 A] 

=(A^ 1 B+ E)(A+ By 1 A 
=(A^ 1 B+A^' A)(A+ BV 1 A 
=A— 1 CB+A)(A+By 1 A 
=A 1 A=£, 

所以 (A—kB— 1 )— 、，由逆矩阵唯一性知 

ACA+B)^ B= B(A+By 1 A. 

例 9 设尤 = g = ，已知 A— 1 ， C _1 存在，求 X— 1 . 


解 

、. 1 尤 11 

设 疒 = 

A21 

Xn 

X22 

则由 




Xn 

Xi 2 0 A 

E 

0 一 

E 

0 

X12C Xu A 

X21 

X22 CO 

0 

E 

0 

E 

X22 C X2\ A 

即 

2 (y^ E 9 X\ 1 A == O 9 X22 C = O 9 

XnA=E. 

解得 

Xu = 0 ? X12 = c 

-1 

J 

Xzi = 

: A— 1 ， 

X2 

2 = 0 ， 故 


X 

-1 _ 

0 

A — 1 

C 1 




A 


O 


例 10 求矩阵 X ，设 
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( 1 ) 


1 1 -1 1 -1 1 

(2) 0 2 2 X = 1 1 0; 

1一10 2 11 

1 1 1 … 1 1 2 1 0 … 0 0 

0 1 1 …1 1 1 2 1 …0 0 

(3) 0 0 1 …1 1 X = 0 1 2…0 0 ; 


0 0 0…0 1 0 0 0…1 2 

1 1 -1 1-11 


(4) Z 0 2 2=1 10; 

1-1 0 2 11 


解 关于矩阵方程解法参看疑难解析 3 . 

_ 3 —5 

(1) 由，故 

一 1 2 

3 -5 4 -6 2 -23 

X = = 

' 一1 2 2 1 0 8 

1 1 一1 一 1 1/3 1/6 2/3 

(2) 同 （1).0 2 2 = 1/3 1/6 -1/3 M 

1 一 1 0 一 1/3 1/3 1/3 

1/3 1/6 2/3 1 一 1 1 11/6 1/2 1 


1/3 1/6 —1/3 • 1 10= 一1/6 —1/2 0 . 


一 1/3 1/3 1/3 

1 1… 

0 1 ••• 

(3) 同 （1). 


2 11 2/3 10 

1 — 1 1 一 1 0…0 

1 0 1 — 1 …0 

= ，故 
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0 0 ••• 0 1 


0 0 0 ••• 1 



1 -1 0 … 0 2 1 0 … 0 0 

0 1 一1 … 0 1 2 1 … 0 0 

x = 

9 9 0 9 9 9 ••• • • • • • • ••• ••• • • • • • • 

0 0 0 …1 0 0 0 …1 2 

1 一 1 — 1 0 … 0 0 0 

1 1 一 1 一 1 ".0 0 0 

- • • • • • • • • • 參《» • • • • • • • • • 

0 0 0 0 …1 1 一1 

0 0 0 0 ••• 0 1 2 

(4) 由 XA = B => X=BA 1 ,IP 

1-111 1 一1 
X = 1 100 2 2 

2 111-1 0 

1 一 1 1 1/3 1/6 2/3 

=1 10 1/3 1/6 一 1/3 

2 1 1 一 1/3 1/3 1/3 

一 1/3 1/3 4/3 

= 2/3 1/3 1/3 . 

2/3 5/6 4/3 

例11设 

0 oi 0 … 0 0 

0 0 ge ••• 0 0 

X — ••• ••• ••• ••• ••• . 

0 0 0 … 0 dn-l 

a, 0 0 ••• 0 0 

其中 a 乒0 U =1 ，2,…， n ) 求 X — 1 • 

解对 a 较大的矩阵，一般不使用伴随矩阵法求逆阵，较多地 
使用初等变换法，有时也使用本例所用的待定(元素)法. 
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xn 

X12 *' 

•• XI n 


设 X— 

X2l 

X22 *' 

•• X2n 

，由 XX^ = ES 


- Xnl 

XnZ *' 

•• 



ax X 2 \ ax X 22 ••• ax X 2 n 

w. xzi az x ^2 ••• az xsn 

dn-l Xnl dn-1 XnZ … CUi-\ Xnn 
OnXW CinXU … OnXln J 

解得 ％21 —~， A ；32 = 丄，… jXnn -\ — ~~~ 9 Xln = ~ ，其余的抑 = 0 ，从 
ax az cin-i an 

而 

0 0 … 0 1/On 

\ / ax 0 … 0 0 

X 1 = 0 \ / ai 0 0 • 



0 0 … 1 / On-l 0 

例 12 证明： 

(1) 若 A 可逆对称(反对称），则 f 1 也对称(反对 称）； 

(2) 不存在奇数级的可逆反对称矩阵. 

证 （1) 若 a 为非奇异的对称方阵，则有 a != a ， aa _1 =五， 

从而 

(AA 1 、’ = El = E ， 或 04— 1 V • A r = G 4— 1 )' A = E . 

即 G 4- 1 )'是彳的逆阵.由逆阵唯一性得 ( f 1 ) ，从而 ^ T 1 为 
对称矩阵. 

同理可证， A 为反对称可逆时也为反对称可逆. 

(2) 设 A = Qcuj 、 为 n 阶反对称矩阵，几是奇数 ,cuj = — aji , JJ!lJ 

aa = 0 (i,y=l ,2 ,••• 9 n). 

从 4 I 中每行提出（一 1)， 得 
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0 

— ai2 ••• 

' — OXn 


0 

an 

，• OXn 

|A |=(-1)" 

— 021 

0 … 

1 — OZn 

=(—ir 

GEl 

0 •. 

，• OZn 


— CM 

— diZ • •. 

• 0 


Oil 

On2 *• 

•• 0 


=( 一1 )" \A I , 

显然，当《为奇数时 ， |A |=0不可能有逆阵. 

例13矩阵 U ) 称为上(下)三角矩阵，若 ( i < y ) 时 
有 cuj =0 .证 明： 

(1) 两个上(下)三角矩阵的乘积仍是上(下 ) 三角 矩阵； 

(2) 可逆的上(下)三角矩阵的逆仍是上(下)三角矩阵. 

证（1)由矩阵乘积定义，若4忍=(7，其中 A = ( a , j ), B = 

(bij )， C = (Cl). ) ，则 Cl). = > : CVkbkj . 

k = 1 

当为上三角矩阵，即当时 你 = fe =0, 则此时 
Q =0 ，所以也是上三角矩阵. 

同理可证，当 A ， B 为下三角矩阵时 ，(: 也是下三角矩阵. 

(2) 若 A 为上三角矩阵，则 A 的元素 a ■/ 的代数余子式 I 当 f 
< j 时都是上三角行列式，且对角线上元素至少有一个零.所以， 
当 i < y 时=0，从而 A + 1 是上三角矩阵. 

例14证明 ： | AM = | A 厂 1 ，其中 A 是阶方阵. 

证对等式 AA * = |A | 五两端取行列式，得 
| A || A * |= \ A \"\ E \. 

若 |A | 尹0，则 K |= | A 厂 1 . 

若 | A |=0, 则 | A * | = 0 .否则，由 | A _' |^0=> A * ( A * )—' = E 
=^ A = AA * (A* )— 1= IA \ E ( A y， ) _1 =0, 与 |4* |#;0 矛盾.从而 
| y 4| = 0 时， | A * |=0,也有 | A * |= IA I " 1 ( rk ^2 ). 

例 15 若 A 为 n ( n >2 ) 阶方阵，证明： 
n , 当秩 (• A ) = n ， 

秩 ( A ' )= 1 ，当秩(^户?!一1， 

0，当秩 ( A )< n — 1 . 
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证当秩 ( A )= n 时， | A | 尹0,由上例 | A * hlAl "— 1 ， 故 A * 可 
逆，有秩 ( A '__ )= n . 

当秩 ( A )= n — 1 时 ， |A | = 0,则 AA ' = |A I • .于是 
秩 GT )<1 .又秩 ( A )= n — 1，必至少有一代数余子式 A 乒0,故 
秩 U ' )>1 ，综上可知，秩 (1 )=1 . 

当秩 ( A )< n — 1 时，^=0,故秩 ( A * )=0. 
ax E \ 

az Ez 

例 16 设 A = . ，其中 a . 乒④， i 乒 y 

OrEr 

( i , j=l ,2 ,••• , r ) ,Ei ^ m 阶单位矩阵， D 爪 = n •证明 ：与 ^4 可 

i= 1 

交换的矩阵只能是准对角矩阵 

Ai 

Az 


Ar 

其中 A 是 m 阶矩阵 （ i = l ，2，…， r ). 


Bn 

Bu … 

B\ r 


证设… 

… 

…与 A 可交换，其中 B 与 A 分 

B' 

Br2 … 

Brr 


块方式相同，则由 AB= 

: BA 得 



a \ B\\ ai Bn … 

ai B\r 

ax Bn ai B\2 •• 

•• drB\r 

OrBr\ OrBr2 ••• 

OrBrr 

Q} Br\ W. Br2 •' 

•• OrBrr 


由于 ( u^aj (^^^，所以由化一印:^二仏得双产认^^/^故忍 
为准对角矩阵，即 
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B = 


Bn 


Bl2 


L U 

例 17 证明 :04* )*= 4|"— 2 4 ，其中 4 是 ?1 阶方阵（ ? >2). 
证因为 AA" =A" A= \A |£，所以 

(1) 当 |A I 尹 0 时 = |A |A— 1 . 则 

(A* )* = ( |A |A— 1 )* = I |A |A— 1 I • ( |A |A— 1 )— 1 

= |A|"|A- 1 I 古 (A- 1 )- 1 

= |A|" |Ar^A= |A|"- 2 A. 

(2) 当 |A |=0 时，由例 13 知，秩 04)<1. 

当 P2 时，秩 OT )—0, 故 04* )*= |AT 2 A. 

当 n=2 时，令 A= a JlJ A" = d , 

L c d 」 L — c a 」 

(A* y= a b =A= |A| 『 2 A. 

- c d - 

例 18 设 A ， B ， C ， Z) 都是 n 阶方阵，证 明：当 AGCA 且 A 可 
逆时 ，$ B d = \AD~CB I . 


故 


证由分块矩阵乘法知 



E 

6\ 

A B 


A 

B 

- — 

CA 

1 J 

C D 


0 

D-CAW ' 

B 


E 

0 

A 

B 

A B 

D 

- 

CA ] 

E 

C 

D 

0 D-CA B 


= \ A \ \ D~CA B \= \ AD~ACA ' B \ 
= \ AD~CAA ' B \= \AD CB \ . 
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例 19 设 A ，忍 分另 lj 是几 X m 和 mX ri 矩阵，证 明： 

Em B 

=\ En - AB \= \ E m -BA I . 

A En 

证 因为 


Em 0 

Em 

B 


Em 

B 

- ~A En - 

A 

En - 


- 0 

En ~AB 


所以 



Em 

B 


Em 0 

Em 

B 


Em 

B 


A 

En 


~A En 

A 

En 


0 

En ~AB 




= 

\ E m I \ En - 

AB = 

\En 

— BA \. 




Em 

B 

Em 0 


「 E m ~BA 

B 


又因 





= 





，所以 


- 

A 

En - 

- ~A En 

- 

L 

0 


En - 



Em 

B 


Em B 

Em 

o 


Em 

BA B 


A 


En 


A En 

-A 

En 



0 En 


= \ E m -BA I \K 1= I&-BA | . 

例 20 i4，B 分别是 nX m . 和 m.X ri 矩阵，证 明： 
|AE„ -AB|= 入 m I AE„ — BA I. 

证 因为 


Em 

0 

XEm 

B 


XEm B 

-A 

En - 

A 

XEn - 


0 XEn -AR 


所以 


XEm B 


Em 

o 

XEm 

B 


XEm B 

A XEn 


-A 

En 

0 

XEn 


0 XEn -AB 


= \ XE m I | XB n ~AB\=\ m \XEn 一圳； 

又因为 

XEm B Em O XEn ~ BA B 

A \En ~A En O 入五 , 

所以 
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\En 

B 


XEm 

B 

Em 0 


XEm — BA B 

A 

XEn 


A 

XEn 

~A En 


0 XEn 


= \XE,„ -BA I \XE„ | = r \XE m -BA \ . 
于是 \}£ m -BA |=r \XE n ~AB\, 

即有 m IX^—BA I . 

例 21 设 A 都是 《 阶方阵， A 可逆.且 


E 

0 

， Y= 

" A 

B 

- ~CA 1 

Er 


C 

D 


E —A—'B— 

O E 


(1 ) 求乘积 XYZ , 


( 2 ) 证明： 


A B 
CD 


=\A I \D~CA B\. 



E 

0 

A 

B 

E —A—'B— 

(1) XYZ = 

-CA 

R 

C 

D 

0 E 


\ A 

B 

1 [ 

E 

一 A— 】 B] 


L O D l O 

_(a o 

\0 D CA 
( 2 ) 利用题 ( 1 ) 的结果得 

A O 
O D-CA B 


E 


XYZ 


\A\ \D~CA B\ 


又因为 \ XYZ \= |X| |F| |Z| ， |X|=1 ， |Z|=1 ， 所以 


\ XYZ \= \Y |= 


A B 
CD 


从而 


A 

C 


B 

D 


\A I \D~CA 1 B I. 


例 22 求下列矩阵的逆 矩阵 : 
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(1) A : 


n 

0 

(2) A = 0 


0 0 
0 1 
2 0 


L 0 n — 1 0 

解利用分块矩阵求逆. 

因为 A= t 尸，则 ▲ 

L O Ai\ 


0 0 


(1) 令 A = 


1-1 2 5 _1 = 3 -5 

-1 2」 （ 1 3」一 L -1 2 

1—1 0 0 " 

—1 2 0 0 

0 0 3 -5 * 

_ 0 0—1 2 _ 




n 

0 

0 

... 

0 

0 



0 

0 

0 

… 

0 

1 

(2) 令 

0 

0 

0 

… 

2 

0 ，因为 



0 

n~l 

0 

... 

0 

0 

0 

0… 

0 

1 - 1 

0 

0 

… 

0 1/(71 — 

0 

0… 

2 

0 

0 

0 

… 

1/( 汀一 2) 0 

n 一1 

0… 

0 

0 

1 

0 

... 

0 0 



所以 A ^' = 

1.定义1 
为初等矩阵. 

尸 (W)= 

1 

P ( i ( c ))= 

pu , ja ))= 


1 /m 0 0 0 0 

0 0 0 … 0 l/(n—l) 

0 0 0 ". 1/U—2) 0 . 

• • • ••• ••• • • • ••• 

0 1 0 … 0 0 

第三节初等矩阵 

主要内容 

由单位矩阵 五经过 一次初等变换得到的矩阵称 

1 • 

• 1 

0 … 1 i 行 

1 • 

". • 9 

1 

1… 0 ;行 

1. 

• 1 

c i 行 I 


Z 行 
J ’ 行 


1 
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2. 引理对一个 sX n 矩阵 A 作一次初等行变换就相当于在 
A 的左端乘上相应的 sX s 初等 矩阵; 对 A 作一次初等列变换就相 
当于在 A 的右端乘上相应的 raX ri 初等矩阵. 

3. 初等矩阵都是可逆的，其逆还是初等矩阵. 

LP(i,j)T 1 = P(i^^ lP(j(c))T 1 = P(i(c^ )), 

[ p ( i , y ( A )) r 1 = p ( i , y (-*)). 

4 .定义2若矩阵 B 可由矩阵 A 经过一系列初等变换得到， 
则称矩阵 A ， B 为等价的. 

等价具有反身性、对称性与传递性. 

5 .定理1任意一个 sXn 矩阵 A 都与一形式为& 0 的 

0 0 

矩阵等价，此矩阵称为 A 的标准形 . r 等于秩 U ). 

6 .定理2 n 级矩阵 A 为可逆的充分必要条件是 A 能表成一 
些初等矩阵的 乘积： 

A=Q Q ，" Qn . 

推论 1 两个 sX ri 矩阵 A ， B 等价的充分必要条件为，存在可 
逆的 s 阶矩阵 P 与可逆的 n 阶矩阵0，使得 A = PBQ . 

推论2可逆矩阵总可以经过一系列初等行变换化为单位 
矩阵. 

可逆矩阵也可用一系列初等列变换化为单位矩阵. 

疑难解析 

怎样用初等变换法求可逆矩阵的逆矩阵？ 

答因为可逆矩阵总可以经过一系列初等行变换化为单位矩 
阵，那么用这一系列初等行变换就可以化单位矩阵为可逆矩阵的 
逆矩阵，即 

若 PmPm -1 … E ，则 A 1 = 八 Pm - P " PE . 

所以，若 A 可逆，作矩阵04 I 五)，对其施行一系列初等行变 
换化为 (i A 1 ). 注意，当 A 化为 E 时 ，五 即化为 A 1 . 
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也可作矩阵士，进行初等列变换，当 A 化为£时，£ 


即化为 . 


方法、技巧与典型例题分析 


矩阵的求逆不仅在计算题中遇到，在命题证明中也经常会遇到， 
不仅要能求出具体的数字矩阵的逆矩阵，还会遇到求抽象矩阵的逆矩 
阵.因此，熟练掌握可逆矩阵求逆的方法与技巧是十分重要的. 

例1求 A + 1 . 设 

1 1 一 1 

(1) A = ， ad — 6 c — 1 ； (2 ) A = 2 1 0 ； 

c d ^ 

1—1 0 


(3) A = 1-10 


(4) A = 


11 1 一 1 

10 - 2-6 
3 3-4-3 


(5) A = 


1 1 -1 -] 
1 一 1 1 -] 
1 -1 -1 ] 
13—5 7 

0 1 2—3 


(6) A= 


0 0 
0 0 


-1 -3 -1 -6 
2 10 0 0 


(9) 


(10) A = 0 0 


0 0 0 


0 0 0 0 2 
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解可逆矩阵求逆的常用方 法有： 

① 伴随矩阵法，适用于 n<4 的 矩阵； 

② 初等行(列 ) 变换法，适用于一般 矩阵； 

③ 待定元素法，设 A^ 1 =(a,y) ，利用比较等式两边对应元素 
求解.适用 ri 较小或形式较特殊的 矩阵； 


④分块求逆法，适用 


A 

0 

或 

A 

C 

C 

B - 

0 

B 


型等特殊类型矩阵. 


(1) 用伴随矩阵法.因为 |A |= W — = 

L ~C 


所以 



d —b 

-— c a - 


d 

—b 

"|A| — 

ad — be 


- —c 

a - 



a 」 


"1 1—1 

(2) (A ： E )= 2 1 0 

-1 —1 0 


1 0 
0 1 
0 0 


1 1 

令 o -l 
-0 —2 
「10 


2 -2 
1 -1 
1 I -1 


0 

0 

1- 

0 

1 

0 


令 0 1 -2 2-1 

-0 0 3 3 -2 


0 

0 

1- 

0 " 

0 

1- 


所以 



"1 

0 0 

0 

1/3 

1/3 

\ 

/ 

0 

1 0 

0 

1/3 

一 2/3 


-0 

0 1 

-1 

2/3 

一 1/3 


0 

1/3 

1/3 — 


A 

-i — 

0 

1/3 

一 2/3 



1 

2/3 

-1/3 - 



(3) (A ： E )= 1 

一 1 


-1 0 


10 0 
0 10 
0 0 1 
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10 0 
>010 
-0 0 1 


1 -4 -2 

1 -5 一 2 


4」 


所以 


A 


1 -4 -3 

1 -5 一 3 

一 1 6 4」 


(4) (A : E )= 


4 


一 1 


0 —2 —6 1 0 0 0 1 」 


1 0 0 0 ' 
0 10 0 
0 0 10 


"1 

0 

0 

0 

22 

-6 

-26 

17" 

0 

1 

0 

0 

-17 

5 

20 

-13 

0 

0 

1 

0 

-1 

0 

2 

一 1 

-0 

0 

0 

1 

4 

-1 

-5 

3- 


所以 


A =\ 


22 —6 -26 17" 

-17 5 20 -13 

—10 2 -1 
L 4 -1 -5 3- 

(5) 由矩阵 A 的特殊性，因为 

「1 1 1 it 1 1 1 r 
1 1-1-11 i- 1 -i 
1-1 l-ii-i 1 一 1 

1 -1 一 1 i」Li 一 1 -1 1- 

4 0 0 0^ 

0 4 0 0 

0 0 4 0 


A • A 


-- iE . 


所以，于是 A ^士义. 
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(6) (A ： E )= 


所以 


A 


-4-311000 
0 10 0 
0 0 10 
0 0 0 1」 

1 0 0 0 -7 5 12 

0 1 0 0 3 一 2 -5 

0 0 1 0 41 -30 -69 

-0 0 0 1 -59 43 99 

-7 5 12 -19 

3 一2 —5 8 

41 -30 -69 111 

L -59 43 99 一 159. 


7 


-19 

8 

111 

一 159- 


(7) 由 A 为三角形矩阵 ， |A |= Ml 


(8) 因上 


A 


BO 
C D \ 

B 1 


1 -3 11 -38 

0 1—2 7 

0 0 1—2 

-0 0 0 1 - 

，用分块求逆法，得 


-1 


O 


-D 1 CB 1 D 1 


-3 
一 5 


一 3 -4 


一 2 1/2 


0 0 1-1 


(9) (A ： EY - 


10 0 0 
0 10 0 


no 1 ± 1 ± 


6 6 2 2 
/ / / / 

VI no 1± 1± 


OJ 


/ 2 / 2 / 2/2 


1 o 
o o 
u o 


/e/6/2/2 


o o o 1 
o o 1 o 


o 1 o o 
1 o o o 


• 198 • 



所以 


A^ 1 '- 


1/6 

1/2 

-7/6 

10/3" 

.7/6 

—1/2 

5/6 

-5/3 

3/2 

1/2 

—1/2 

1 

1/2 

1/2 

—1/2 

1 - 


(10) (A : E )= 


2 10 0 0 
0 2 10 0 

0 0 2 1 0 

0 0 0 2 1 

L0 0 0 0 2 


1 0 0 0 0 

0 10 0 0 
0 0 10 0 

0 0 0 1 0 

0 0 0 0 1」 


所以 A 


10 0 

0 0 

1/2 

-1/4 

1/8 

—1/16 

1/32— 

0 10 

0 0 


0 

1/2 

一 1/4 

1/8 — 

-1/16 

0 0 1 

0 0 


0 

0 

1/2 

一 1/4 

1/8 

0 0 0 

10 


0 

0 

0 

1/2 

—1/4 

0 0 0 

0 1 


0 

0 

0 

0 

1/2— 

"1/2 

一 1/4 


1/8 

-1/16 

1/32^ 


0 

1/2 

- 

-1/4 

1/8 

一 1/16 


0 

0 



1/2 

一 1/4 

1/8 

. 

0 

0 



0 

1/2 

一 1/4 


- 0 

0 



0 

0 

1/2- 



例 2 用两种方法求 A 的逆矩阵 


A= 


1 1 

1 一 1 

1 1 

1 一 1 

1 1 

-1 -1 

1 一 1 

-1 1 


(1) 用初等 变换； 

(2) 按 A 中划分，利用分块乘法的初等变换. 
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解 （1) 
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(2 ) 记 A 

1/2 \/2 
1/2 一 1 / 2 — _ 


B B 

B Bi 


- B . 因为户 


，式中 B 

A B 


—1— 


， B 


CD 」 


时， 


{A BD l C) x 一 (A—BD— 1 C)— 1 BD—' 

r— 1= _ _ _ _ _ _ 

L -D 1 C(A BD 1 C) 1 D ' C(A BD 1 C) 1 BD 1 + D ' J 

所以 

A = 

L -(-Bf 1 BiB-Bi-Bf 1 Bf l 4 )— 1 拟 —ffl— 1 乎 (-fl )— 1 」 


[1/2B- 

1 1/2B- 1 ] 

= 丄卜 — 1 


\l/2BT 

1 - 1/2B-J 

2 (B- 1 

—B 到 

M b 

b )=|a. 



4 1 B 

-fil 4 




例 3 设 A 是一个 nX «矩阵，且秩 (A)= r .证明 :存 在一个 n 
X ri 可逆矩阵 P， 使 PAP— 1 的后 n — r 行全为零. 

证因为秩 （ A )= r ， 所以存在可逆阵尸，(2,使 = 

Er O an Er O 

，即 PAP l = Q l P l . 

O O 0 0 

设 f S ，则由分块乘法得 

D F 


PAP 1 = 


Er O 

O O 


B C B C 

D F O O 


因为 B ， C 均为 r 行矩阵，所以 PAP 1 的后 / •行全为零. 
例 4 (1) 把矩阵^ °!表为形式为^ ^与 1 

0 a (J 丄 a; 


的 


矩阵的 乘积; 
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(2) 设 A = ( a 为一复数矩阵 ， IA I = 1 ， 证明: A 可以表为 

\ c dl 

形式为 (1) 的矩阵的乘积. 

解 （1 ) 表示法不是唯一的.例 如： 

f a 0) C 2 + a CI a 1 ci + (1 — a)ci 1 1 

V 0 a 1 i 0 a 1 a 1 一 1 a 1 

r 2 +(l-a _1 )n 1 1 

0 1 9 

1 0 a 0 la - 1 10=01 

1- a " 1 1 0 a -1 0 1 l~a 1 0 1’ 

a 0 _ 1 0 _1 1 1 1 0 _1 1 a " 1 _1 

0 a 1 1 — a 1 1 011 — a 1 0 1 

1 011 101 - a -1 

a 1 — 1 10 1 a — 1 10 1 

(2) 若 #0 ，可将 A 的 ci X ( — a — 1 6) 加到 C2 上，得 a , ， 

c a 

d'= d~a x bc= a 1 ; 再将 nX ( — a _1 c ) 加到 n 上得 a ，即 

0 a 

(1 )的情形. 

若 a =0 ，则 c 尹 0 ，将 n 加到 n 上得 e 6+ 又归到上面情 

c d 

形. 

例 5设 A 是一个 nXri 矩阵 ， |A |=1 .证 明： A 可以表成 
P(i ， j(k) ) 这一类初等矩阵的乘积. 

证 用数学归纳法证明. 

当 n =2 时，即例4中题 (2) 的情形，故成立. 

设在 n - l 情形也成立.下面证明在 ri 情形成立. 
a ) 若 a 中 ail ^ o ，对 a 进行一系列行的尸 (“ y ⑷)运算，如 
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故 

得 


ax\ 

on 

，• OXn 

1 1—021 
厂 2 十 n 

an v 

an 

ax2 •' 

'* OXn 

az\ 

an 

'• OZn 

1 

! 

022 *' 

! 

'• OZn 

-Oral 

(M. •• 

' * dun — 


- CM 

(M. •' 

' * dnn _ 



"1 

r 

an *' 

f 

•• ain 


'1 

0 

… 0 ■ 

n+ (1 — an )r 2 v 

1 

! 

022 *' 

! 

•• OZn 

\ 

0 

&2 

… kn 

〉 

- Qnl 

(h& *' 

•• Onn- 

/ 

- o 

bnZ 

… bnn- 


def 



o 

\B\ 



O 

B = B， 

=\Bi Hi . 于是，由归纳假设 

Bi = Pi (ii , j\ (ki ) ， … ， R(L ，力 （fc )) ， 

1 O 1 O 1 o 

… -^- 0 } … 0 

O B' O Pi O Ps ^ ^ 


其中 0 ， a ，…， 0 为《阶尸仏 ya )) 初等矩阵. 
由于 A 可经一系列初等矩阵乘积得到 B ，从而 


A = R\ … RiBT\ … T r = R\ •••RtQ\ •••QT'" ， T r ， 

式中允 (戶1，2，...，0,2}()=1，2，...，「)均为 《 阶尸 （ f ， y ( A )) 初 
等矩阵.命题得证. 

(2) au =0, 则因 |A |=1 尹0，至少有一个 ou 尹0,进行一次 n 
阶尸 (以 （ A )) 初等变换即可将叫换到 an 位置，即 （1) 的情形. 

例 6设 A = ( X » , B=(bij )» m ，证 明: 

秩 ( A ， B )> 秩 C 4)+ 秩 ( B ) — ra . 


证 


因为 


A 

En 


AB 

O 


En O AO En B 

O -Er, — KB’ O 一 


可逆，所以 


秩 04)+ 秩(《)<秩 


A 


En 


o 

B 


秩 


A 


En 


AB 

O 


= 秩 


O 

En 


AB 

O 


= 秩 UB )+ 秩 （ E ,)= 秩 UB )+ n ， 
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所以 秩01忍)>秩04)+秩 ( B ) — n . 

例7矩阵的行(列）向量组若是线性无关的，则称该矩阵为 
行(列 備秩的 .设4是 m X r 矩阵，则 A 是列满秩的充分必要条件 

是存在 m 阶可逆阵尸，使 A=P E q . 

同样地， A 为行满秩的充分必要条件是存在 r 阶可逆矩阵0， 

使 0 ) Q . 

证设 A = P :，/ * 是 m 阶可逆阵，则秩 （A ) = 

秩尸 0 = 秩0 = r ，从而 A 满秩. 

必要性设秩 U )= r ，则 A 必有一 r 阶子式不为零，设这一; • 
阶子式位于 A 左上角（否则可通过初等行变换实现）. 

(1) 若 on 乒0，则可通过初等行变换化 A 为 

1 au ••• ain 

0 022 … OZn , 

A =A , 


0 


I 

ClnZ 


a ， 


(若 


011=0,可通过行变换，使 C 01 位置元素不为 零）. 
(2) 若，则可通过初等行变换化 ^为 

1 0 an … ain 


A r 


0 1 


" n 

023 … OZn 


0 0 an3 … aim 

(若 ‘ = 0 ，可通过行变换，使‘位置元素不为零）. 

E e 

如此 r 次，则 A — ' ，即存在可逆阵 P ， 使尸 A = . 

0 0 

行满秩情形类似可证. 

例8 mX n 矩阵 A 的秩为 r ，证 明:有 ;nX r 的列满秩矩阵 P 
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和 r X n 的行满秩矩阵 (2 ，使 A = Pg . 

证 因为秩 C 4)= r ， 故存在可逆阵，使得 

Er 0 an , Er O 

PA(>= ，即 ^尸 1 Q . 

0 0 OO 


设 

则 


P= 


Pn 

P21 


Pn 

P22 


A=P 1 


Er 

o 


Q = 

O 


0i 
❽ 1 


02 

S 2 

Pn 八 

(01 ,02 )Ar q . 


式中 « 是尸的前 r 列构成的列满秩矩阵， 0 = (01，02 ) 
P \2 

是2的前 r 行构成的行满秩矩阵. 

例9证 明:秩 1 ?=秩(4)+秩 ( B ). 

O B 


证 设秩 G 4)= r ，秩 ( B )= s ， 则存在可逆阵 户， 0和 B ，❽ ， 

使得 


RAQ = 


Er O 

O O 


PzBQ 


Es 

O 


O 

o 


Er 


从而 


Pi O A O Q O 
O P2 OB O Qz 


O 


Es 


因为初等变换不改变矩阵的秩，故 


O 


Er 


秩 


A 

0 


O 

B 


秩 


O 


Es 


Er 


=秩 Es 


O 

— r + 尸秩 G 4)+ 秩（忍） . 


O 


例10 证明: 
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秩⑷ + 秩⑻ <秩 = 伽) +秩⑻+秩⑼. 


证因为秩(尸，秩(尸)+秩(0，秩2<秩(0)，所以 

秩 A 0 <秩04，0)+秩(/)，忍） 

D B 

<秩04)+秩(5)+秩(1>)+秩(忍） 

=秩04)+秩(5)+秩(/>). 

再设秩 04)= r ，秩，则 

Er O O O Er 


A O O O O O Es 

D B D\ D Es O Di 

Lh Di O O O 


所以 


秩 = 秩04)+秩(忍) + 秩 ( Z)i )> 秩 G 4)+ 秩 (_6). 

D B 

从而命题得证. 


例11 


A Y-\- J?Y —— P 
cx+Z)F ： e ； 




B= 


C= 


0 -1 
2 -3 


D= , P= ,(>= . 

-6 —13 4 3 ^64 

解因为 A ， B 可逆，所以，有 

X+A 1 BY=A 1 P, 

X+C ' DY=C ' Q. 

将两式相减，得 

C4— 1 B—C— 1 D)Y=A 1 P-CQ. 
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因为 (T 


23/3 12 

5/3 .3」 


可逆，所以 


Y= C4— 1 B-C 1 D)— 1 C4— 1 PC 1 Q ), 


其中 A — C — *泛= 


19/6 一 10/3 — 
2/3 —4/3 — 


.故 


Y= 


i 

"18 


36 


-1 一 28」 


，代入方程解得 X = 


丄 70 
18—3 


一 2 
24 
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第五章二次型 


二次型的理论不仅在几何学而且也在数学的其它分支以及物 
理、力学上都非常有用.通过矩阵乘法将二次型与对称矩阵联系起 
来，同时也使对称矩阵问题可以用二次型方法解决.重点是化二次 
型为标准形，正定二次型与正定矩阵的判定与证明. 

第一节二次型及其矩阵表示标准形 


主要内容 

1 . 一个系数在数域 P 中的，*2，•••，％„的二次齐次多项式 

f(xi 9 X2 ,••• y Xn ) 

= an xi~\~ 2 ax 2 xi axnXi X 2 + CE2 %2 + • • • + Clnn X n ^ 

称为数域 p 上的一个《元二次型(简称二次型）. 

2 • 定义设 扪 ，… 9 Xn ；yi ，… 9 yn 是两组文字，系数在数域 P 
中的一组关系式 

XI — ai yi I a.2 j2 + •••~r c\nj n , 

%2 = CZ\ J\\ CZ2 J2 + •••n _ C2«y ra , 


Xn = Cnl yi ~TCn2 J2 + 

称为由 ，%2 ，…，仏到 yi ， J 2 ，… ， y „ 的一个线 性替换 .若系数行 
列式 k 1^0，则线性替换称为非退 化的 . 

an ca 2 ••• can 


3. 


02i az2 ••• azn 


① 


•208 


A= 


anl 


(M. 


Clnn 



称为 二次型的矩阵 ，因 cuj = Oi ， (~'=1，2，…， n )， 所以 A = A ' ，二 
次型的矩阵都是对称的. 

令 X = ,X2 iXn )' ，则二次型可表成 
f(xi ,%2 ，•..，％» )= X AX . 

4 .若有数域 P 上可逆的矩阵 C ， 使 《 =(^4(7, 则称数域 
P 上的 nXri 矩阵 A ， B 为合 同的. 

合同关系具有： 

(1) 反身性 a=e!ae -, 

(2) 对称性由 B = dAC^%A= ( C — 1 ) BC 1 ； 

(3) 传递性由 A = d AG 和 A2 = CU ! G ，即得 

A 2 = dcUGG = (GG )’ A(GG ). 

5 .定理 1 数域 P 上任意一个二次型都可以经过非退化的 
替换变成平方和的 形式： 

di xi ~\~ di xl~\ - h dnxi , © 

即对于任意一个对称矩阵 A ， 都可以找到一个可逆矩阵（：，使(^^ 
成对角矩阵. 

fixi ,%2 ,••• iXn )= di xi ~\~ ds. xi~\ - h dnxl 

称为 f(xi , X 2 •， x ») 的一个标准形. 

疑难解析 


化二次型为标准形有哪些方法？具体怎样实施？ 

答 常用配方法、初等变换法、正交变换法. 

(1) 配方法 :关 键是要消去交叉项. 

a ) 若二次型含有平方项与交叉项.先将含; n 的各项集中一 
起配成完全平方，再将余下项中含 w 的各项集中一起配成完全平 
方，如此继续，直至将各项都配成完全平方.注意 :每 次只对一个变 
量配平方，余下项中不再出现这个变量.用新变量代替各平方项中 
的变量，即作出一次非退化线性替换，同时可立即写岀其逆变换. 

b ) 若二次型中无平方项，只有交叉项，先用平方差公式，再 
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用配方 法. 

如若 cuj^O (i^/W=l ，2，…， n) ，则作 

Xi= yi~\~ jj , 

%j = ji 一 p ， (/c^i fn j ,k=l ,2 ， … ,n) 

Xk = yk 

将 f(xi ,X2 ，•- - ,Xn )化为 f { yi,yz ，•- - ) ，其中至少含有平方项 

y \ , y ) ，再用配方法 • 

(2) 初等变换法 :用非 退化线性替换 X= Cj 化/= ^ Ax 为标 
准形，相当于对于对称矩阵 A 找一个可逆矩阵 C， 使<^4〔= Z) 为 
对角矩阵. 

因为 ，B ，…， B 是可逆矩阵），故 

= EPi R … R = C. 

所以，用初等变换法化二次型为标准形步 骤是： 

a) 写出二次型/的矩阵 A， 构造矩阵 A . 

E 

b) 对 A 进行初等行变换与相同的初等列变换，把 A 化为对 
角形矩阵 Z) ; 而对£只进行与 A 相同的初等列变换，化 E 为 C ， 有 

dAC=D. 

c) 写出非退化替换 f =CY， 化二次型为标准形 f=Y DY . 

(3) 正交变换法(见第九章）. 

方法、技巧与典型例题分析 

切实掌握化二次型为标准形的方法.要求能熟练地将一个二 
次型化为标准形，并写出非退化线性退换. 

例1用非退化线性变换化下列二次型为标准形，并利用矩 
阵验算所得结果. 

(1) —4 XI *2 + 2 XI %3 + 2 %2 %3 ; 

(2) +2 %i %2+2 +4 X2 XS 

(3 ) XI — 3 x 2 — 2 x 1 X 2~ h 2 xi xs —&%2 ； 
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(4 ) 8xi XA~r2xs XA~r2x2 X3\8x2 X4 ； 

(5 ) XI X2 + XI X3 XI X4 -{- X2 X3 ~T X2 Xi~T XZ X4 ； 

(6) XI + 2 A；2 + A；4 + 4 A；1 %2 + 4 %1 + 2 %1 A；4 + 2 + 2 X2 X4 + 

2x3 X4 ； 

(7 ) A；1 + %2 + + 2 %2 + 2 i\；3 + 2 X3 X4 . 

解分清类型，选用适当方法. 

(1 ) 无平方项型•令 



XI — 

y\ 十 

—y 2 ， 



X2 = 

T 1 — 

-y2 , 



^X3 = 

J3 , 



则 . 

f — —4 yi~\~Ayl~\~Ayiy3 

=— 

'(2yi — ys ) 2 + 

A yl yl 


———21+4^2 + 23 . 



xi — 

.丄+ 

2 zi ~rz 2 

+ 古 ， 




1/2 

1 

1/2 

从而 _ 

1 

4_丄 = 

> 变换矩阵戶 

1/2 

-1 

1/2 

X2 —— 

2 zi _ 22 

1 2 之 3 ， 




0 

0 

1 

X3 — 


23 , 








1/2 

1/2 0 

0 

一 2 

1 

1/2 

1 

1/2 

故 tAT 

= 1 

一 1 0 

—2 

0 

1 

1/2 

一 1 

1/2 


1/2 

1/2 1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 


—10 0 
= 0 4 0. 

0 0 1 

(2) 有平方项与交叉项型. 


• 211 • 



得变换矩阵 
所以 

1 

fAT= -1 


f = ( %i + %2 ) 2 + ( %2 + 2 ) 2 = ji + yl . 

yi = xi ~\~ X 2 , C x\ = y\ — y 2 + 2y3 , 

J2 — X2 ~1~2x3 X2 — J2 一 2j3 , 

J3 — X3 9 ^ X3= J3 , 

_1 —1 2_ 

T = 0 1 —2 ， 

-0 0 1- 


o oir i i oi ri -i 


2 一 2 

10 0 " 

0 10 

0 0 0 - 


1 2 2 0 1 -2 
-0 2 4儿0 0 1 


(3 ) f = (xi 一 

"%2 + %3 

) 2 . 

—(2 %2 + 

) 2 = 

2 

: yi _ 

2 

' J 2 . 


f y \ — xi 

一 ％2 + 

X 3 

XI 

= yi ~\~ 

1 

飞， 

3 

由 

) 

r 2= 

2 x 2~\~ 

X 3 

X 2 

= 

1 

飞， 

l 

_ 了”， 


L y 3 = 


X 3 









xz 

— 






1 

1/2 

—3/2 



得变换矩阵 

T = 

0 

1/2 

-1/2 






0 

0 

1 



所以 

1 

0 

0 

1 

-1 

1 

1 1/2 

fAT = 

1/2 

1/2 

0 

-1 

—3 - 

-3 

0 1/2 


-3/2 

—1/2 

1 

1 

—3 

0 

0 0 


1 0 

0 






= 

o -l 

0 . 







0 0 0 
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则 


(4) 无平方项型.令 



_ 8j4 + 10 ji J2 一 10y2 y4 + 6 y3 —6 y3 y4~\~ 2 yl ' 





+ 2yl — 2yl 


_5_ __3. 

g ^2 g 23 ， 

Z 2 , 


Z3 9 


_5_ 

A , 

8 

+ ^ Z3-TZ3 9 

5 

A , 

J Z2 ~ 

~ ^ Z3 十 24 , 

Z2 

+ 23 ， 

Z2 

一 2：3 , 



X4 = zi — Z 4 . 

1 -5/4 一 3/4 1 

得变换矩阵 T = ° J ° , 

0 1 一丄 0 

10 0 —1 

所以 

1 0 0 1 0 0 0 4 1 —5/4 -3/4 1 

, —5/4 1 1 0 0 0 1 4 0 1 1 0 

T = 

-3/4 1 -1 001010 1 -1 0 

1 0 0 -1 44101 0 0 -1 
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8 0 0 0 

0 2 0 0 

0 0-2 0 
0 0 0 -8 

(5) 无平方项型.令 



XI 

—y\~r 

J2 





X2 

= yi ' 

J2 





X3 



yz H 

_ J4 , 



X4 

= 


J3 ~ 

_y4 , 


2 

: y\ " 

~yl H~4yi y3 

? ? 

J3 — J4 

二 

(yi + 2 j3 ) 2 

2 

^T 2 — 

zi - 

— yi ~r2 j3 

9 


yi — 

zi — 

2 23 ， 

Z2 : 

= 7 2 ， 

_ ^ 

> 

J2 — 

zi , 


Z3 : 

yz 

y 


J3 — 


ZS 9 

Z4 - 

—— 

y 4 ， 


J4 — 







XI — 

: Z1IZ2 

~2Z3 , 




> 

X2 = 

: ZI _ 22 

2 23 ， 





X3 — 


Z3 ■ 





X4 = 


23 


1 

1 


—2 

0 



得变换矩阵 


1 - 1—2 0 
0 0 11 

0 0 1-1 


1 1 0 0 0 1/2 1/2 1/2 1 1 —2 

1 -1 0 0 1/2 0 1/2 1/2 1 —1 —2 

-2 —2 1 1 1/2 1/2 0 1/2 0 0 1 

0 0 1 -1 1/2 1/2 1/2 0 0 0 1 


• 214 • 



10 0 0 

o-ioo 

0 0 -3 0 

LO 0 0 — 1- 

当 / 的标准形为:一¥ — ¥ — 时，线性替换的矩阵为 

^ 1 1 -1 -1" 

1 一 1 -1 -1 

0 0 1-1 

Lo 0 0 2 J 

还可以用例 7(2) 的方法解，则标准形与线性替换的矩阵又不相同 


c = 


⑹广 


:( Xl~\~2x2~\~2x3~\~ Xi) ^ — 2 ! 
- \~~W (xs~\~ X4 ) 2 


X2- 


_3_ 


X3 


+7 


X4 , 


2 

: yi ' 


o 2 丄丄 2 
-Zy2~h 9 j3 . 



〈 _ 
yi - 

- + 2 + 2xz\ X4 , 

xi — yi ~ 

~2y2~r J3 — J4 , 

由 

J2 - 

, A 丰丄 

— X2~r r, X3~r r, X4 9 

z z 

X2 = 

> 

A , 

72 — 2 y 十 y 4 ， 


yz - 

%3 + X4 , 

XS — 

J3 —J4 , 


v J4 = 

X4 , 

X4 == 

y 4 ， 


得变换矩阵 
所以 

fAT 


T= 


0 


1 -2 

0 1 

0 0 

0 0 


1 一 1 

一 3/2 1 

1 -1 

0 1 


0 0 1 2 2 1 1 -2 1 -1 

一 2 1 0 0 2 2 1 1 0 1 一 3/2 1 

1 -3/2 1 0 2 1 0 1 0 0 1 -1 

一1 1 -1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 
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由 



0 

一 2 

0 

0 



0 

0 

1/2 

0 



0 

0 

0 

0 


(7) / 

= 

Xl~\~ (xi 

+ X2 

+ X3 ) 2 + X4 y — 

■ ( %1 + %3 / 


= 

2 I 2 

y\\y 2 ~ 

\~ yl~ 

2 

_ J4 , 


yi — 

XI 

9 


xi — yi , 


J2 = 

XI 

~r X2~r 

X3 , 

X2 = 

J2 —y\ , 

JZ = 



X3 4 

~ X4 , xs — — yi 

+ J4 , 

J4 = 

XI 

+ 

X3 , 

X4 = y\ 

+ J3 — J4 , 


10 0 0 


得变换矩阵 


0 10-1 
-10 0 1 
10 0-1 


所以 


tAT = 


10-11 
0 10 0 
0 0 0 1 

0 -1 1-1 

1 


110 0 
1110 
0 111 
0 0 11 


10 0 0 

0 10-1 
-10 0 1 

10 1-1 



-1 

将一个二次型/经非退化线性替换化为标准形，标准形不是 
唯一的.不仅采用不同的方法所化成的标准形可能不同，就是采用 
同一种方法，由于替换不同，所化成标准形也可能不同.但是，该二 
次型的秩、正负惯性指数是不变的(见第二节）. 

例2证明 : 秩等于的对称矩阵可以表成 r 个秩等于1的对 
称矩阵之和. 
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证设 A 是任一秩等于;•的《级对称矩阵，因为对称矩阵总能 
合同一个对角矩阵，故存在一个可逆阵（:及非零数 d ，忒，…，忒，使 

di 


dAC = D= 


dr 


0 


di 


dz 


+ … 


0 


dr 


0 


0 

=Z>1+Z>2 + …， 

贝 Ij A = (d ) _1 AC=(C V ) _1 (/ > +Dz-\ - hZ) )C 

= 及 + 及 + … + 及 .. 

式中 Bi(i=l ,2 ,••• ，/ *) 是秩为1的对称矩阵. 

例3 证明： 
h 


X2 


与 




合同， 
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式中 ii k … in 是 1，2 ，… ， ri 的一个排列. 

证对二次型 

/(%1 ,X2 ，•••，％» )= Aa*l + X2X2 + 

施行线性替换 -.yi = % i x ，•-- , y »= % i n ，则得 

/(xi ,X2 ，… ,Xn )= Xij yi + Xi 2 yl H - h ^ n yl , 

从而知两矩阵合同. 

例4设4是一个71阶矩阵，证 明： 

(1) A 是反对称矩阵当且仅当对任一个 n 维向量 X ，有 X"AX 

= 0 ; 

(2) 若 A 是对称矩阵，且对任一个维向量 X ，有 Z ^ X =0 ， 
则 A =0. 

证 （1) 设有 A = — A ' ，即 A 反对称.则由于（ X ' AX )' = 
JtAX ，必有 

X ' AX = X '( - A )' x = -{ X ! aX )'= x ' ax , 

从而 x ' ax=o . 

反之，若对任一 X 都有 X AZ = 0，令 ( % ) ，取太= e : = 
(0 ，…，1，…，0)，则由题设知 z ' iAzi = cu , = 0 . 

若取 f = e : + e ; ，则 

X AX = cm " I - cuj " I - a ；'； ^ an = 0 ， 

从而知衝 + a ；,=0 M % = —味，，故 A 为反对称矩阵. 

(2) 因为若对任意《维向量 X 都有 XUX =0, 则由题 (1) 知， 
A 是反对称的.又由题设知 A 是对称的，故由 — A ! , A = A '=> 
A = ~ A ^> A = 0. 

例 5 若把实 n 阶对称矩阵按合同分类，即两个实《级对称 
矩阵属于同一类当且仅当它们合同，问共有几类？ 

解共有古 ( n +1 )( n +2) 类. 

因为，若实对称矩阵 A 与 B 合同，则 
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d\ 


PAP=dBC= ' (d^O,i=l ,2,—,r). 

0 

- 0 - 

对相应二次型考虑 A 取值的正负可 分为： 
r 个正， 0 个负 ； r— 1 个正， 1 个负； … ， 1 个正 ， r— 1 个负 ; 0 个 
正，「个负，共斗 1 类 . 

又 r 又可取 0 ， 1 ， 2 ,…，故共有类数 

1 + 2+ •••+ n~\~ (n~hl ) = 含 (n+1)( rr \~ 2 ). 

例 6 证明 :一个 实二次型可以分解为两个实系数的一次齐 
次多项式的乘积的充分必要条件是，它的秩等于 2 和符号差为零 
或秩等于 1 . 

证必要性设 

f(xi 9 X 2 ，… 9 Xn ) 

—(6BA ； 1+GE%2 + ••• + dnXn )(b\ XI ~\~ bz X2-\-*^~rbnXn). 

(1) 若 bi = kcu (i=l 9 2 ,••• ,7i ) ，不妨设 go #0 •令 

J y\ = ax x\~\~ ca a ；2 + •••+ OaXn ^ 

L yi = Xi (i = 2 ,••• ,7i) , 

则 f (xi 9 X 2 ,••• 9 Xn) = kyi 9 

故 f(xi 9 X 2 ,••• ,A；n ) 的秩为 1 . 

(2) 若系数不成比例，设 f . 令 

ax ai an 

y\ = ca xi ~\~ az a ；2 + •••+ dnXn , bi h bn 

y2 = + fc + ，即户 1 = 001 ， 

-yi = xi (i—3 ,••• ,^i), . •• 

0 0 1 
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贝 1 J /(%1 9 X 2 9 Xn ) \ x ^ P } y = yi J 2 . 

再令 

f y\ = z\~r Z2 , 

^ J 2 = Z \ 一 22 ， BP Pi — 

^ yi = zi ( i =3 ,••• ,? i ), 

贝 ll /( %1 9 X 2 ,••• , A；n ) |^=^ 3 -= yi J 2 \ y = P 2 z = z \ — Z 2 . 

故二次型 f(xi 9 X 2 ，…， ^) 的秩等于 2 ，符号差为零. 

充分性若 f(xi 9 X 2 ，•-- , A；n ) 的秩为 1 ，则经非退化线性替换 
可化为 f(xi y X 2 ) 卜作 = ，而由 P 1 or 知 ， yi = Ga + 

az + •••+ CinXn ，艮 [ I 得 

f ( XI 9 X2 ，••• 9 Xn )= (ai XI ~h 02 + •••+ OnXn ) 2 . 

若 f(xi jX 2 • ，&)的秩为 2 ，符号差为零，则必存在可逆阵 
/ M 吏得 

f (xi j%2 ， … ^Xn ) \x^iy = y\ — yl = (yi + j2 )(yi — yi ), 

其中 yi 与: y *2 均为 n ，%2，•••，％„ 的线性函数(一次齐式）.于是，可 
设 

y \-\~ j2 = ax az + •••+ OaXn , 

yi 一 y2 = bi k. X2~r•••-{-bnXn . 

即知 f(xi 9 X 2 ) 可表成两个一次齐式之乘积. 

例7用非退化线性替换化下列二次型为标准形，并用矩阵 
验算所得 结果： 

(1) xi X 2 n~r X 2 X 2 n - l ~ r^*~r XnXn+l ； 

(2) XI X 2 ~r X 2 X 3~ T ** m ~\~ Xn -1 Xn ； 



(3) % 2 i x) Xi% j 9 

X= 1 1 ^ n 

n 1 

(4) / ] 9 X= —— (XI X2~\~ Xn). 

n 


解 （1) 是无平方项型.故设 
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^ xi = yi ~r j2n , 

X2 = J2 J T J2n-l , 



Xn~] — Jn — Jn+\ , 


得 


X2n~\ — J2 — J2n-l 
^ X2n = yi — y2n , 



1 


代人/即得 / 的一个标准形 

/— yi + J2 + — yl+i — yi+2 —… 一 yL • 


可以验证 dAC = 


一1」 


(2) 若令 yi 




，便可得 


JI — J 2 = %1 %3 • 


mtn 的奇偶与/标准形关系. 
①当〃为奇数时，作变换 
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_ Xi Xr\-\ I Xi-\-2 , ._i f- _ 

Ji+i = ? ， 5 ， ••• ， n—Z )， 


Jn = Xn 

得 /= y \ — yl ~\- yl 一 y 4 + •••+ y n - 

当几 = 4 i + l 时， 


" r - 


1 -1 一 1 


1 -1 


0 


c= 


0 


一 1 


一 1 -1 

0 


一 1 


1 -1 


当 n = 4 A ：+3 时， 


c= 


1 1 -1 -1 

1-10 0 

1 1 

1 一 1 


0 

-1 

0 


1 

0 

一 1 


可以验证，总有 


1 -1 


一 1 


CAC = 


一 1 


一 1 
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0 



②当 n 为偶数时，作变换 




Xi\ Xi+1 + Xi+Z 
丫 1 — 2 ， 




xi — Xi+i~r xi +2 
Ji+l — 2 ， 

Xn-l ~T Xn 

2 ， 

( 户 1 ， 3，5 

，•••，/! 3 ) ， 


Xn-l — Xn 

2 




得 /—yi 一 yl + y3 — yl 

+ •••+ Jn-l " 

2 

~Jn . 


1 1 — 

"1 —1 … 

-1 - 

-1 

1 -1 

0 0 … 

0 

0 


1 1 … 

1 

1 

当 n=4A ： 时 ,C= 

1 —1 … 

0 

0 ， 



1 

1 



1 - 

-1 

1 1 - 

—1 —1 … 

1 1 


1 -1 

0 0… 

0 0 



1 1 ... 

1 -1 


当 n=4A ： +2 时， 

1 —1 … 

0 0 




1 1 




1 -1 


1 




-1 

1 



可以验证，总有 dAC= 

-1 

1 




-1 
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( 3 ) 用配方法，将/配成 



1 一1/2 一1 /3 ••• 一 1/n 一1 一 1/n 
1 — 1/3 ••• —l/n~l —\ I n 

替换矩阵0 = 1 -l/n-l -1/n 

1 —\ I n 
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经验证 CfAC = 


3/4 


4/6 


n/2(n~l ) 


(n~\~l )/2/i 」 


(4) 作线性替换 


yi — xi — x 

J2 — X2 一 X 


XI 




r 1 


+ 2j2 + 




Jn-l — Xn-l — X 
'Jn = Xn , 


则 


n—1 

/ =1： 


re - 1 


Xn-l — 2 Ji + 2y n -l + Jn , 

t= 1 

Xn yn 9 

/i /i 1 n 1 

y" — y-) — = I] y ； + (1] y -) 2 


^ (由题 (3)) 

i = 1 n ~ 1 


O 2 I _0_ 2 丄 丄 _ H _ 2 

-Z^i"I n Z2~r•••-]- , Zn-i 

乙 n —丄 


替换矩阵 C = 


2 1 1 
1 2 1 
1 1 2 


1 1 
1 1 
1 1 


1 1 1 … 2 1 

0 0 0 … 0 1 

例 8 设实二次型 
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f (xi 9 X2 ，… jXn )— 2^ ( CU1 XI (H2 X2 + ••• + din Xnf , 

i = 1 

证明 ： f(xi , X 2 ，-, Xn ) 的秩等于矩阵 A 的秩. 

an cm ••• can 

an az 2 ••• azn 

A= . 

Os-l CU2 ••• CL n 

ilE ^ Ji — di \ X \~\~ CU 2 X 2 -\-^ •- \-(hnXn (i= 1,2 ,••• ,5) ,iSx= 

(xi 9 X2 ,••• 9 Xn ) 9 y= (yi , 72，"• 9 y n )' ，则 y=Ax M 
f= 2 yi=y'y = xA'Ax . 

i = 1 

于是 ，/(%i ，％ 2，•••，％„ )的秩等于的秩，而秩 G4'A )=秩04) •所 
以，秩 （ f(xi 9 X 2 ，…， n ))=秩04) • 

(因为对两端左乘 V ，得故 Wa ^ Wa'a 
对 A'Ax=0 两端左乘 x' ，得 x A'Ax= 设 Ax= (yi ， 

J 2 ，…， )' ，则由 + = y 2 = ••• — 

O, 即 i4x = O, 从而 •综上可知 Wa = Wa'a . 

所以，秩 04 )= 秩 ( A r A ).) 

例 9 设盔= t ^ 12 是一对称矩阵，且 |An I弇0,证 明:存 
Ai\ A22 

在 p f X 使得 t '^ t = A 0 ，式中 * 表示一个级数与 

0 E 0 * 

A22 相同的矩阵. 

证因为 = A， 所以 a !2 = A21 ，则取分块初等方阵 r= 
E ~An l An . 

八 。 洧 

O E 

, E O An A12 E 一 An An 

fAT= 叫 

— An An E A21 A22 O 
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Aii A12 E — An 1 Ai2 

O A22 — A12 All 1 A12 O E 

Aii O , 

= , (其中 * =A 22 — Al2 All Al 2 ). 

O A22 — An An A12 

例 10 设 A 是反对称矩阵，证 明: A 合同于矩阵 
0 1 
一 1 0 

0 1 
一 1 0 


0 1 
一 1 0 

0 


0 

证对 A 的级数〃使用数学归纳法. 

当?1= 1时，有 A = (0 ) 合同于 (0 ) ，命题成立. 

0 an 

当2时， A = .若叱 = 0，则 A 合同于零矩阵， 

— 012 0 

命题 成立; 若如乒0,对 A 的第1行与第1列均乘以，得 

1 ，即相当于对 A 作合同 变换： 

一 1 0 

l/ax2 0 0 6B2 1 / m 2 0 0 1 

0 1 一 ai2 0 0 1 —1 0 

设对命题 成立. 

对 A + 1情形.若 
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A= 


0 


axk 


a \ 出 


— axk ••• 0 akk+i 

OX k~\~ 1 • • • CUi A: + 1 0 

中最后一行元素全为零，则由归纳假设命题成立.否则，经过行列的同 
样对换，使 a 出#0,再将最后一 4 t 与一'列都乘以1/似+1，将 A 化为 

0 … axk b 


— axk … 0 1 

— bi … 一 1 0 

0 ••• b\ k-\ 0 0 


行列 

相同对换 


1)1 k~l 
0 
0 


0 0 0 

0 0 1 

o-io 
0 1 
-1 0 


0 ••• bi k-i 

则由归纳假设… …与 

— bi k-i … 0 


0 1 

一1 0 

0 


0 

的矩阵合同，从而 A 与矩阵 
0 1 
一 1 0 

0 1 
-1 0 

0 
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合同.将最后两行两列对换到前面就证得命题在 n = k+l 时也成 
立，所以对任何反对称矩阵命题都成立. 

例 11设 A 是阶实对称矩阵，证明 : 存在一正实数 c ，使对 
任一个实 ra 维向量 X ，都有 \xAx . 


证 \xAx = 

2 

aiX , Xl \<J ： 1 ai M x,_ II X, I. 


“;=i 

i » j = 1 

记 a = max 1 

CUj 

1 ，再利用 1 % N p 得 

1 x Ax 1 ^ X) 

1 (Uj 

1 1 1 1 1 ^ 2 0,\ Xi \\ Xj 


n n 2 I 2 

^ ▽ Xi ~r Xi 

^ Zj o 

t'= 1 y=l 乙 

= n^j %i + n^j x) 

乙 i= 1 j—l 

= an %i = ex'x (其中 c = na ). 

i= 1 

例 12 若实二次型 / 与一 / 能够通过可逆线性替换互相转 
化 ，问: /的秩与其标准形的正、负项的个数有什么特征？ 

解若/的矩阵为 A ，则 一 /的矩阵为一 A ，必存在可逆阵 CM 
得 

1 

1 

-1 

dAC= •• =B • 

—1 

0 

0 

同时，又存在可逆线性替换使得/化为一/，即有可逆，使得 
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一 1 


DCACD = 


= B . 


0 


0 

故秩(/)=2/>，即/的秩为偶数，且正、负项个数相等. 

第二节唯一性与正定二次型 

主要内容 

1 .定理1任意一个复系数的二次型，经过一适当的非退化 
线性替换可以变成规范形，且规范形是唯一的. 

任一复数对称矩阵合同于一个形式为 
1 


0 


0 

的对角矩阵.两个复数对称矩阵合同的充分必要条件是它们的秩 
相等. 

复二次型 f(xi 9 X2 ,••• ，: ^)的规范形为 

Zl~\~ Z 2 zl ； 

实二次型 f(xi 9 X 2 ,••• ，: ^)的规范形为 
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2 I I 2 2 2 

zi \ m, *~rzp — Zp+i — ••• — Zr . 

任意一个实数域上的二次型，经过一适当的非退 
化线性替换可以变成规范形，且规范形是唯一的. 

2 .定义1 在实二次型/(%! ，- ) 的规范形中，正平方 

项的个数 P 称为 /( p ，…，％)的正惯 性指数 ，负平方项的个数 


q = r — p 称为 f ( XI ,%2 


，• • • 9 X 


„)的 负惯性 指数; 它们的差 p~(i 


— r 称为 / Oi ，於 ，…， n )的符 号差. 

3 .定理2 任一复对称矩阵 A 都合同于一个下述形式的对 
角 矩阵： 

1 


0 


0 

其中对角线上1的个数 r 等于 A 的秩. 

任一实对称矩阵 A 都合同于一个下述形式的对角矩阵 
1 


-1 

* • 9 

-1 

0 

0 

其中对角线上 1 的个数 P 与一 1 的个数 r 一 p [0= 秩 04)] 者 p 是唯 
一确定的，分别称为 A 的正、负惯性指数，它们的差2；> —「称为 A 
的符号差. 
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4 .定义 2 若对任意一组不全为零的实数 ci ，《 ，…， c „ ，都有 
f(a , a • ,Cn )>0，则称实二次型 fixi ,%2 , ,Xn ) 为正 定的. 

5. 定理3 ri 元实二次型/(幻 ，脱， … ，如) 是正定的充分必要 
条件是它的正惯性指数等于 

6 .定义3 若二次型 X ' AX 正定 ，则 实对称矩阵 A 称 为正定 

的 • 

推论正定矩阵 A 的行列式大于零. 

7 .定义4 子式 

an ai2 ••• au 
02 \ w.2 ••• an 

Oil 02 … CUi 

称为矩阵 A = (® V 的 顺序主子式. 

8 .定理4 实二次型 

f(xi 9 X2 ,••• yXn )= 2 2 ~ XAX 

i= 1 j=\ 

是正定的充分必要条件是矩阵 A 的顺序主子式全大于零. 

9 .定义5设 f(xi , X2Xn ) 是一实二次型，对于任意一组 
不全为零的实数 d ， C 2 ，…，&，如果都有 /(Cl #，•••，& )<0，则称 
为 f(xi 9 X 2 ,••• 心）负定的；如果都有 /( Cl ， C 2 ，…， C/1 )^0 ，则称 
f(xi 9 X 2 ,••• 9 Xn ) 是半正定的;如果都有 /( Cl ， C 2 ，…， Cn )^0 ，则称 
f i xi 9 X2 ，…， h ) 是半负定的;如果它既不是半正定的又不是半负 
定的，则称 f (XI yX 2 *， L ) 是不定的. 

当 f(xi jX2 ，: ^)负定时 ，— f(xi 9 X 2 9 * * * j %n 证定. 

10. 定理 5 对于实二次型 /(» ，脱，…，如）其中 A 
是实对称的，下列条件等价： 

(1) /(%1，*2，…，％» ) 是半正定的； 

(2) 它的正惯性指数与秩 相等； 

(3) 有可逆实矩阵 C ， 使 


(i=l ， 2 ， … ,n) 


P = 
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dAC 


dz 


dn 

其中 di^O ( i=l ,2• , n )； 

(4) 有实矩阵 C , 使 AzdC ; 

(5 ) A 的所有主子式都大于或等于零. 
(行指标与列指标相同的子式称为主子式 .) 


疑难解析 


1 . 怎样认识惯性定理？ 

答 对于秩为 r 的实二次型 f = X ' AX ，可以用不同的实可逆 
线性变换化为标准形，所得标准形因为所用方法、步骤不同可能不 
同.但是，惯性定理指出 ：二次 型的标准形中非零平方项的个数由 
秩 r 唯一确定，且正项个数(正惯性指数)与负项个数（负惯性指 
数 ) 也唯一确定，与所作可逆线性变换无关.所以，惯性定理反映了 
实二次型的本质特征. 

二次型化为标准形后，通过重新安排变量次序可化为 

di yi H h d P yl 一 dp+i y?+i — ••• — dry 、， 

式中为正惯性指数. 

再作线性替换 


y ： = Zi / di ( i=l ,2 • , r ) , 
yj = Zj ( j = r , r + l ，•- - , n ), 

化标准形为规范形 

2 I I 2 2 2 

zi\"*~rz P _ Zp+i _ ••• _ 2r . 

转化为矩阵的相应结果是:任何一个秩为 r 的实对称矩阵 A 合同 


E ,, 

于一个形如 —Erp 的对角矩阵. 

0 
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2. 怎样判 定一个 《元实二次型为正定的？ 

答 除了定义以外，下列条件之一都是实二次型/= 为 

正定的充要 条件： 

(1) /的正惯性指数为《(或/标准形的 n 个系数全为 正）； 

(2) A 的特征值都大于零(见第七 章）； 

(3) A 的所有顺序主子式都大 于零； 

(4) A 与单位矩阵£合同. 

若 f = X ' AX 负定，则 一 /= f —定正定，所以，判定 

/是负定的方法是类似的. 

但是，在判定/是半正定的时应 注意: A 的所有主子式均大于 
或等于零，而不只是判定正定时只要求判别顺序主子式. 

考察具体问题时，对二次型或实对称矩阵，习惯用顺序主子式 
来判断;对抽象的二次型或实对称矩阵，则应灵活应用不同方法. 
对数字型的实对称矩阵，首先观察主对角线上元素，若元素有正有 
负，则它一定是不定的;若有零元，则一定不是正定的也不是负定 
的（因为正定或负定时，；•= n ). 

方法、技巧与典型例题分析 

掌握判别二次型正定的具体方法，能利用定理与等价命题讨 
论与矩阵及二次型正定性有关的命题. 

例 1判别下列二次型是否 正定： 

(1) 99xi 一 12xi x2+48xi %3~\~ 130x1 —60^2 %3+71 %3 ； 

( 2 ) 10x1 + 8 xi x2~\~24xi X3~\~2xl + 28 x 2 ； 

(3 ) 2 x ? + X ) XiXj ； 

i = 1 1 ^ - n 

n n ~1 

(4> y ] XiXr^-l . 

i— 1 i= 1 

99 一 6 24 

解 （1) 因为 A = —6 130 -30 ，其各阶顺序主子式 

24 -30 71 
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99 一6 

Z)i = |99 | = 99〉0 ， Z >2 = 〉0， Z >3= \A |>0 . 

—6 130 

所以，二次型是正定的. 

_ 10 4 12— 

(2) 因为4 2 -14 ，其各阶顺序主子式 

-12 -14 3一 

£»1=10>0, ft =4>0, £» 3 =—3588<0. 

所以，二次型是非正定的. 

— 1 1/2 … 1 / 2 — 

1/2 1 ... 1/2 

(3) 因为 . ，各阶顺序主子式 

- 1/2 1/2 …1 - 



— mr\~\ 
2 m 


(m=l ,2 ， … ,n) , 


所以，二次型是正定的. 

1 1/2 
1/2 1 ••• 

(4) 因为，各阶顺序主子式 


1 1/2 
1/2 1 
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Dm 


m~\~l 

2 m 


〉0 ( m —1,2 ,••• , 71 ), 


所以，二次型是正定的. 

例 2将第一节例1中的二次型化为规范形，分实系数、复系 
数两种情况，并写出所作的非退化线性替换. 

解 （1) 因为 f = — Zl +4： Z 2 + zi ^ 

— fe , xi = ti /2 + 12 /2 + fe /2 , 

Z 2= 12 /2 X 2 = ti /2 一 t 2 /2 + fe /2 , 


Z3 — fo , X3 = tl J 


则实二次型的规范形为 /=&+&-& .4- 

tl = 

= Wl , 

a;i = wi /2 + nn /2+iw3 /2 , 

fe = 


> X2= Wl /2 —诏 2 /2 + iw；3 /2 ， 

fc = 

= iws . 

%3 — , 


则复二次型的规范形为 f = wl ~\- wl ~\~ wi . 

(2) 因为 /= y ? + W 已是实(复)二次型的规范形. 

(3) 因为 f = y \- yl 已是实二次型的规范形，令 


y \ = z \ , xi — 21 + iz2 /2 — 3^3 /2 , 

J 2— i ^2 %2 = i 2：2 /2 _ 23 /2 , 

J3 — 23 , A；3 — 23 • 

得复二次型规范形为/=^ +^ . 

(4) 因为 /=8^1 +2 zl 一2^3 一8 j ， 令 

zi — 2 wn /4， 


22 = 2 W 2 /2， 


Z3 — 2lV3 /2 , 

Z 4 = 2 W 4 /4 9 
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得复二次型的规范形为/= + W2 + M3 + . 


(5) 因为 f = zi ~zl ~3 zl 一 J ，令 


A；1 — ft + Z2 - 




fe + , 


tS — tA . 


得实二次型的规范形为 /= g — J 一 J 一 g . 令 
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XI — W1 ~TlW2 ' 


1W3 


tZ — '\W2 , 
fe = \WZ ? 
- tA = iw ； 4 ， 


X2 —— Wl — IW2 . 


X4 - 


1W3 


1W3 


~riwA 


1W3 — 1W4 


得复二次型的规范形为 /= wi ^ wl -^ wi^wl . 

丄 


(6) 因为 /= ji —2 y 2 + "^" y 3 ，令 

广. 一 f 一 I 

J1 — ZI , Xl = Zl\ 

_E 

y2= 9 ZS , % 2 = — 




< 


4 


、 Z 1 ^ 一 24 

U + l 山 4 


X3 - 
- X4 : 


： Z2 


ys — M 乙 22 , 

-y4 = Z4 , 

得实二次型的规范形为 f = z \ + zl-zl .4- 

x\ = U~\~ ^ 2 t 2 ^ _ u , 


24 , 
24 . 




2：1 — ft , 
Z2= 12 j 
23—ifc , 
.24 = tA , 


4 


L t 2 - U , 


X3 - 
X4 : 


2 t2 


~tA , 
tA . 


得复二次型的规范形为 f=i + i + i . 

(7 ) f = yi + yl + yl — y \ 已为实二次型的规范形，令 


y\ - 

= Z\ , 

XI — 

Z1 , 


J2 - 

-^2 , 

X2 = 

> 

22 

— 1Z4 , 

J3 - 

- Z3 , 

XS — 

— 之 1 

+i:4 ， 

J4 - 

= iz4 , 

X4 — 

Zl H 

_ Z3 _ IZA • 


得复二次型的规范形为/=21+ 22+ 23+ 24 . 
• 238 • 



例 3 f 取何值时，下列二次型是正 定的： 

(1) XI xl ~\~2 tx \ X 2 — 2 x 1 X 3~\~4： X 2 X 3 ； 

(2) xi + 4 A；! + +2 txi X 2 + 10 A；1 + 6 X 2 xs . 

解求出各级顺序主子式 Mit t 为何值时，各阶顺序主子式 
皆大于零. 

1 t -1 

(1) A= t 1 2，各阶顺序主子式为 

-12 5 

Di = l ^>0 , £)2 = 1 — /〉0， Ds = —^4+50^0 , 

则当 一4/5<r<0 时 J(xi ,%2 ,% 3 ) 是正 定的. 

1 t 5 

(2) A= £ 4 3，各阶顺序主子式为 

5 3 1 

Z)i = l >0，£>2 = 4 — /〉0， £).3 = 30^105—/ , 

则当£为任何值时都无解，故 f(xi ,%2 ,% 3 ) 是非正定的. 

例4在 /(%1 ， X 2~\~ xl )+2 X \ X 2~\~ 2 XI X 3 — 

2 %2 中， 

(1) : V 取何值时， / 是正定的？ 

(2) X取何值时，/是负定的？ 

(3 ) 当; V=2 和 X= —1 时 ，/ •是什么类型的？ 

\ 1 1 

解因为1 X —1 ，其各阶顺序主子式 

1 一 1 入 

a = x , D2 = x z - i , ft=a—2)a+i) 3 . 

所以 a) 当; ^2 时，各阶顺序主子式大于零 ，/ •是正 定的； 

(2) 当—1时，各阶顺序主子式小于零 ，/ •是负 定的； 

(3) 当 X=2 时， £»!>()，Z) 2 >0，Z) 3 = 0，/ 是半正 定的； 

当人=一1时，1) 1 <0，/) 2 = 0，/) 3 =0，/是半负定的. 

例5证 明:若 A 是正定矩阵，则 A 的主子式全大于零.所谓 
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主子式是指行指标与列指标相同的子式. 

证设 A = (® ) m 是正定矩阵，其任一 m 级主子式为 

0*1 >1 "• 

\ A ' m> |= ••• ••• . 

"• 0 i Jm 

对任意 _ v 。=(&，6 ; 2 ，…， y 尹 o ，作 X)=(a , C 2• ,cn y ，其中 
bi (当 i = ii ，办，…， i ™ 时）， 
c，_ 0 (其它）. 

因为 x ' Ax 正定，故有 x 〖 Ax 。=_ y 〖 A (m) ，>0 .于是，由 _ y 。 的任意性 
知 , jU ( m > jo 是正定二次型，故 A 的主子式 | A <m) |>0 . 

例 6设 A 是实对称矩阵，证明 ： 当实数 t 充分大之后，出+ A 
是正定矩阵. 

证 因为4是实对称矩阵，则对任意实数 t , tE + A 仍是实对 
称矩阵. 

设 t £+ A 的各阶顺序主子式为 /i ( t ) ，/2 ( t ) ，•••，/<■ ( O ，则它 
们都是首项系数为1的实系数多项式.由数学分析知，当 t 充分大 
时，/,⑴>0 ( i = l ，2, …， n ). 所以当 t 充分大时，出 + A 是正定 
的. 

例 7证 明:若 A 是正定矩阵，则 A + 1 也是正定矩阵. 

证 因为 A 正定，所以对任#0，有 xAjc >0 ，故存在可逆线 
性变换 x = A — j ， 使得 

0< jdx = ( A — 1 j )’ A 04— 1 _ y )= yA — 1 j ， 

所以， ^ T 1 为正定矩阵. 

例 8设 A 为 n 阶实对称矩阵，且 |A |<0 .证明:必存在实„ 
维向量 x 尹 0 ， 使 xAx <0 . 

证 用反证法.若对任 X ，均有 x ' Ax =0 ，贝 ij A 是半正定的，因 
而 A 的所有主子式都不小于零，这与 |A |<0矛盾.所以，必有# 
0，使得 x’AxCO . 
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例 9 若 A ， B 都是 n 阶正定矩阵，证明 . A + B 也是正定矩阵. 
证由题设知，对任，有 xAx >0 , x ' Bx >0 JIJ 
x ( A + B ) x = x Ax^r x Bx ^>0 
对任 x ^ O 成立.故 A + B 也是正定矩阵. 

例10证明 :二次 型 fixi , X 2 ，•- - ,Xn )是半正定的充分必要条 
件是它的正惯性指数与秩相等. 

证充分性设/的秩与正惯性指数相等，均为 r ，则负惯性 
指数为零.于是/可经满秩线性替换 x = C _ y 变成 

f(xi , X 2 ，… ,Xn )= Jl+ylH - Vjr , 

从而，对任一组实数 *1 ， X2 ，…， ，由 x = C _ y 可得使得 

f ( x \ , X 2 ，… ,Xn )= yi + J 2 H - h Jr^O , 

即 / 是半正定的. 

必要性设/是半正定的，则/的负惯性指数必为零.否则， 
/可经非退化线性替换 x = Cj 化为 

r — 2 I 2 I I 2 2 2 / ^ 、 

/= yi ~r y2~r •••-]- y P — y P +i —… 一 y T (r ； . 

则当 Jr = l 而其余 y = 0 时，由 x = Cy 可得相应值 ，％2 ，…， L ， 
使 f(xi , X 2 ，•-- , Xn )= —1〈0 .这与 / 是半正定的相矛盾.所以，/ 
的正惯性指数必与秩相等. 

例 11 证明 nS ^ jx ]— 公％ 2 是半正 定的. 

i= 1 i= 1 


证利用等式 (R — 1 ) D 〆 = X ] + x )) Mr 

i = 1 1^ n 

f = n^j %i — Xi = x 2 i — 2 2xiXj 

i = 1 i = 1 i— 1 1 ^ i^C. n 

— 2 (x 2 i X 2 j ) — 2 ^XiXj 

1 ^ i<C n 1 ^ n 

= 2 (x 2 i x 2 j ~2xiXj ) — ^ ixi ~ Xjf ^ 0 . 

故 / 是半正定的 • 

例 12 设 /( a;i ，於，…，％ )= x Ax 是一实二次型，若有实 n 
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维向量 xi ，jcs x\ Axi >0，x〗i4x2<0, 证明 :必 存在实 ri 维向量 x。 

，使 x 0A.X0 = 0 . 

证一 因为对任 xeR 有 

(jd + Ajc2 )'A (jci + \x2 )— xi Ax\ + 2 X(x 1 Ax2 )+ A 2 xiAxz , 
上式右端是一关于; V 的二次三项式，其判别式为 

A=4(x! Ax2 ) 2 — i(x2 Ax2 )(x\Axi ). 

由题设知 A>0 ，所以有两个不同的实根 Xi ，乂，从而 xi h X2 
+ . 取 XO 为其中不等于零的一个，则由上面讨论知 ^Axo=0. 

证二 设 A 的秩为 r， 可作实的非退化线性替换 x=C> ，则/ 

化为 

r — ! A — 2 I I 2 2 2 

/—x Ax— yi 十 … 十 ;y> — jp+i —…— jp+q . 

由题设，存在 xi ，力 ， 使 xli4xi〉0 ，•^ Ar2〈0 ， 则 /)〉0 ，g〉0 ， 有 />〉 
g ，/>= g 三种情形 • 

当/时，取 

jo= (1 ，…，1，0，…，0 ，1 ，…，1，0，•••，())’ 

q 个 个 P + 9 个 
则由 x^ = Cyo 得非零向量X。，使 

/= Xo Axo = J 1 +•••+ y P — yl+i — …一 y 2 p+ q = 0 . 

情形类似 可证. 

例 13 A 是一个实矩阵，证明 :秩 G4'A )=秩04) . 

证 见第一节例8括号内. 

例 14 设 f(xi 9 X2 ,••• 9 Xn )= i ~h i ~1 - - + tp — fp+1 —… 

— fp+ q ，其中 L(i = l ,2 ,••• ，/ >+g) 是 ah ，％ 2 ，•••，％„ 的一次齐 次式. 
证明 : /(%，…，^)的正惯性指数不大于 p， 负惯性指数不大于 
q* 

证设 /U! ，^，…0的正惯性指数为/，负惯性指数为 
q .并设/经非退化线性替换 X= CJ 化为规范形 

f= y\ + — yl'+i —…一 yl'+q . ① 

又对题设中表达式，设 C _1 = (c t y ) ，由 y= CT 1 A； 知 
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ji = Ci, xi~ha 2 a n Xn, . 

又题设 A 也是; ，％ 2 ，••• ，％»的一次齐次式，所以若 p '> p ，令 
y ' P +1 = … == 0 ， ,i = … = t = 0 ，贝 lj ra 个未知量 x 1 , X2 白勺 
齐次线性方程组 

ji = a x xi + a 2 xt H - \~a n Xn=0 , p' 

h =0 , 
l P = 0 

的方程的个数为 p + U —/)<〜 所以方程组必有非零解 x ' 代 
人题设表达式后得 f(xi ,X2 ，…，％» )<0 ， 而代人式①得 

f { x \ ,*2 , ,Xn )>0 ，两者矛盾.从而必有 p'^p ■ 

类似可证 

例 15 主对角线上全是1的上三角矩阵称为特殊上三角矩 

阵. 

(1) 设 A 是一对称矩阵， r 为特殊上三角矩阵，而 B = fAT ， 
证明 : A 与 B 的对应顺序主子式有相同 的值； 

(2) 证明 :若对 称矩阵 A 的顺序主子式全不为零，则一定有一 
特殊上三角矩阵使 T ^ r 成对角形. 

(3 ) 利用以上结果证 明：实 二次型/ ( XI ，，…， ) 

= 22 a J x , x 1 = 是正定的充分必要条件是 A 的顺序主子 

i= 1 y'=l 

式全大于零. 

证 （1)将4与7'分块，式中4,71为* (々=1，2，".，幻阶子 
块，有 


Ak Fk Tk Uk 

A = ， 

Ck Dk O Sk 

式中与 ri 分别是特殊上、下三角矩阵，有 

」 'tkAkTk * 

B= fAT= 

关 * 
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所以，由 III |= |2 l 1=1知，5的 A 阶顺序主子式 
\Bk | = I ' r'tAkTk | = \At | « 

从而得出 A 与 B 的对应顺序主子式的值都相同. 

( 2 ) 对^用数学归纳法证明. 

当 n = l 时，命题显然成立. 

设对 ra — 1，命题成立.在 ra 时，将 A 分块成 A = , , 

OL dnn 

式中 (dnl y(M ，0 « n -l ) ，且 | Az-l I 是 的 n~l 阶顺序主子 

式.故知可逆.再令月 = f 1 a ，则户是上三角特殊 

0 1 

Aj-i 0 

矩阵，且有 p ! APl = , dn = dnn — a A n~l a .Arl 的顺序主 

O dn 

子式即 A 的前 n -1 个顺序主子式，故全不为零，于是，因为在 
1时命题成立，则必有特殊上三角矩阵 R ， 使 

di 

, dz 

PzAn lB = . . 


令 ㈣ 。 
Pap = 


dn —\ 

^ ，则 P 是特殊上三角矩阵，且 
Pz O , R O 

PiAR 

O 1 O 1 

P 2 O An-i ORO p2A.-iR 

0 1 O dn o l O 

di 


O 


dn 


dz 


dn~l 


• 244 • 


dn 



由题 (1) 知 Pap 的顺序主子式与 a 的顺序主子式有相同的值.由 
于 Pap 的顺序主子式为 g ? i ， g ?2 ，…， dk ( a ： = i ，2, …，几），所以 
di ck … dk = \Ak \ •因为 |A |#0,所以土均不为零，且有 
di = |Ai | , dk = \Ak I / \ Ak-i I ( k =2 ,3 ，•-- ,r). 

(3) 由题 (2) 知，存在特殊上三角矩阵 r， 使得 

fAT = •• = B . 




再由题 (1) 知 4 的所有顺序主子式与 A 的顺序主子式有相同的 


值，故 


/\j == QX \ 〉*()， 


h 



an 

602 


X2 


m 

022 


〉0， = ^ > ^2〉0，… 


Xl 

an 


Xn 


(u\ 


axi 

… >0 ，有 (i = l，2 ，…， 7i) • 

an 


因为 x= 7> 是非退化线性替换，且 

x Ax = y r T r ATy = Xi yi^'k yl~\~ Xnyi , 
而 Xi ， …，; U 均大于零，所以 xAx 是正定的. 

例 16 证明： 


(1) 若(% =职）是正定二次型，则 

i= 1 / = 1 


/(ji 9 y 2 ，… 9 y n )= 


an 

ai2 

，• OXn 

T 1 

an 

022 

，• (JZn 

J1 

dn\ 

On2 •• 

，• dnn 

J- 

r 1 

J2 •• 

，• J n 

0 


是负定二次型. 

(2) 若 A 是正定矩阵，则 Ka ^ Pn - i ，这里/^是彳的 n—1 
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阶顺序主子式 . 

(3 ) 若 A 是正定矩阵，则 | A |<Oll GB2 … On« • 
(4) 若戶 U y ) 是 n 阶实可逆矩阵，则 


irr<n Ji+"*+ tni ). 

i= 1 

证 （ 1 ) 设 F= (yi ， j2 ，…， )' ，则 




[E 



0 \ 


o) 

\0 

1 I' 

Iy ， 

-Y'A^Yl 


对上式两端取行列式，得 

A 


/= 


Y 


Y 

0 


\A \Y'A^Y, 


所以，知 / 是一个二次型 . 作非退化线性替换 F= AZ ， 式中 Z= 

(Z1 ， Z2 ，…， ) ，则 


/= - \A \Z'A' (A— 1 )AZ= - \A \z!az, 
因为 A 是正定的，知 /(xi ,% 2 ， … ，％ ») 是负定二次型 . 

an ••• cn n-i cun 


(2) |A|= 

dn—l 1 


( 将第 n 列拆项 ） 

On—l ra—1 Qn—ln 


Oa\ 

an 


dn n _ 1 dnn 

OX n — 1 QX n 


CLn~\ 1 ••• Qn — 1 ra_l Qn~l n 

Onl … dnn-1 0 

I an ••• ax n-i 0 


CLn-1 ] 


Cln—l n — 1 


0 


I (M … Onn-1 dnn \ 

J"n _ 1 OXn ^ OZ n ， • • • ， Gfn _ 1 n )1 dnn \j\.n _ 1 | • 


因为 A 是正定的，所以 Afi 也是正定的 . 从而由题 (1 ) 知，/是负 
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疋的，艮 P J ' n~l ? CEre ?*** ^ Qn ~\ n )^0 . J 是 ^ | A | Cbm | • 

当 au= azn = = dn-l ra =0 时， |A 卜知 Pn -1 •所以，总有 |A I 

Cbm P n _ 1 • 

(3) 因为 A 是正定的，所以 I ， |A2 I ，…， |A.-i I 对应的方阵 
是正定的，故由题 (2) 得 

\A |^Om \ An-l 仏_1 /i_l \ An ~2 仏_1 n_l … 022 CRl . 

(4) 作变换1=7>，则1\=/穴7>是正定二次型，从而7^ 
是正定矩阵.又 


tn ••• tid tn ••• Un 

it T = ••• . … 


ti n 




tnl 




i= 1 


2 ^ 

i= 1 


i= 1 

由题 （3) 知 \ t 2 Iz^rJJ (^/+1_/+… +4_)• 

j =i 

例 17 证明 :实对 称矩阵 A 是半正定的充分必要条件是 A 的 
一切主子式全大于或等于零(所谓 A 阶主子式是指形为 


(2 t | 

0 i 1 i 2 • • • 

l k 


仂 2 l 2 … 

^*2 l k 


Ah … 


的 A : 阶子式（其中 




证 必要性设 A 是半正定的.令且 
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A= 

an 

•• OXn 

， Ak = 

(u^ i x •' 



L cw •' 

•• Clnn - 


-叫 i •_ 



并设矩阵为 A 与 Aa 的二次型分另[|为 y ' Ay 与 x'AkX . 

对任意的 於 = ( bi '， bi 2 ，…， bi m )’:尹0，存在 yo = (ci , C2 ,••• , c « ) l 
乒0,其中 


— 」， （ k = h , 12 ，…， im ) ， 

_ Lo , (其 它）. 


则由 xAkX 是半正定 
的，故必存在实满秩矩阵 7) ，使得 


h 


T 1 kAkTk 


h . 


AyJ 


式中 ( i = l ，2 ，…，? i ) •从而 

\fkAuTk \= \Ak I \ Tu | 2 = Xi ；\2. O 0. 

因为 171 | 2 >0^> I A . |>0. 

充分性设 A 的主子式大于或等于零.令 


an ••• aim 


Bm ~ 


( m=l ,2 ，… ， m ) ， 


则凡是 A 的第 m 个顺序主子式对应的矩阵. 


X~r an ax 2 


QX m 


I XEm~\~ Bm | = 


an X\ 022 ••• CEm 


I dml am 2 … CLmm \ 

— X 1 H ~ Pi X " 1 + … + Pm ~\ \~\~ Pm . 

式中 R 为中一切 f 阶主子式的和.由题设知的一切主子式 
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均不小于零，故从而，当 X >0 时， + |>0,即当 X > 
0时 , XE + A 总是正定的. 

若 A 不是半正定的，则有 Xo = ( ffl , ffi ，…， 《■) '乒0,使 XoAxo 
= — c <0 .于是，令 


A— ! = 2 \ 2 I I 2〆^ 9 

xo xo a\ I az\ 9, *\ On 

贝 lj xo (A£+A )jo = xo XExo + xo Axo = c — c=0 . 

这与 PO 时 XE+A 为正定矩阵矛盾.故 A 必是半正定的. 

例 18 设 A 为 m 阶实对称矩阵且正定， B 为 m X ^实矩阵， 
证明 ：政 AB 为正定的充分必要条件是秩 ( B )=«. 

证 因为 A 是 m X m 矩阵 ,B AB ^ nX ra 矩阵，所以只能用 
定义来证明. 

充分性设秩 ( B )= n ，因为（政4幻'=政4'(政）'=政4«，所 
以 BAB 是实对称矩阵.又对于任意的 a 维列向量 x 乒0,考虑 
X 1 ( B ! AB ) x = ( Bx)'A ( Bx ) ，由于秩 ( B )= n ， 所以齐次线性方程组 
Bx = 0 只有零解.因而，由 x ^ O ^^ Bx^O .因为 Bx 是 mXl 矩阵， 
故当 x ^ O 时， Bjc 是 m 维列向量，而4是 m 维矩阵，于是 
(BxyA(Bx)>0^>x r (B r AB)x>0 . 

即知 B'Ax 是正定的. 

必要性设 B AB 是正定矩阵，则对任意 n 维非零列向量 x 乒 
0 ，恒有 

x CB'AB )x>0=> (Bx)'A(Bx)>0 . 

于是，得 Bx ^ O ，由此得出线性方程组 Bx = 0 仅有零解.故其系数 
矩阵的秩必等于未知量个数 n ， 从而秩 ( B )=«. 

例 19设 A 为 mX n 实矩阵，£为阶单位阵，已知 B = XE+ 
A'A ，证明 ：当; ^0时，矩阵 B 是正定矩阵. 

证 因为 

B r = (XE+A r A )’= (XE) r + (A'A )'=IE+A'A=B, 

所以 B 为 n 阶实对称矩阵. 
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任意给定 n 维非零列向量 x ^ O ，考虑 
x Bx = x {\E~\~A!A )x= he'x~\~x A'Ax= Ajc’jc+ {Ax)'Ax , 

设 X= Ul，%2 ，…， L ；/l 个分量中至少有一个不为零.因为 XX = 

2 d>0, 所以 

i= 1 

an x\^r (H 2 a ；2 + •••+ ainXn h 



dml %\ ~I~ dm2 %2 ~I~ * * * ~I~ dmn % n bm 

式中 bi = an x\~\~ cuz X 2 ~\~cun x n (,2 ,••• , m ), 

故 G4x)’Ax= 士 b 2 i〉Q • 

i= 1 

于是，当心0时， yBj ^ Wx + UxyAxX )， 即当 P 0 时， B 为正 
定矩阵. 

例20设 ( % )和 B =( 心 ） 均为 n 阶正定对称方阵，证 明： 
方阵 C =( a , b,j ) 也是 n 阶正定对称方阵. 

证 C 是对称方阵是显然的.任取 x = (» ，％2，•••，％>■ )' 尹0，则 
由题设知 

x Ax = < HjXixP >0 , x Bx = bij XiXj 〉0 . 

i ， j = 1 i ， j = 1 

因为忍正定，知存在几阶可逆阵 ( 仍)，使得 ( iQ=BM 

bij= 2 quqm (“y=l ， 2 ， ••• ， 几 ). 

/= 1 

所以 

2 cuibijXiXj = quqij xixj 

i, j = 1 i, j = 1 l = 1 

— 2 2 cuj (xiqii )(xjqij ). 

l = 1 i, j = 1 

对任意 X=(xi , X 2 ，•-- ，^/乒0，因为 g 可逆，所以总存在 一个“ 
使得（沿屮1 ， X2qz ， … ，％咖）’7^0，则由 i 4 正定知，对某 Z 成立 
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cuj (xiqu )(xjqij )〉0 ， 


从而 D cujbij XiXj 〉 Q ，所以 (cujbij ) 也是正 定的. 

A C 


:， y=i 

例 21 设. 


d b 

阶对称矩阵，(:为 mXn 矩阵. 
(1) 计算其中 P 


为正定矩阵，其中 A 分别为 m 阶^ 


Em 

0 


A C 
En 


(2) 利用题 (1) 的结果判断矩阵 l (:是否为正定矩 
阵，并予以证明. 

解⑴因为/= ! 0 ，所以 

C A. En 


Pdp 


Em 

-dA- 1 


o 

En 


A C 
d B 


Em 

O 


-A C 

En 


A C EL 一 A — 1 C 
O B~dA C O En 


A O 
O B dA C 

(2) 由题 (1) 的结果知，矩阵 Z ) 合同于矩阵 

A O 

M= , . 

O B-dA 'C 

又 D 是正定矩阵，故 M 也是正定矩阵. 

因 M 是对称矩阵，故 B ^ A 1 C 为对称矩阵，对 X = 

(0 ,0,- ,0 ) '及任意的: F = ( yi ，…， y „) '乒0,有 


(X' ,Y ') 


> 0 , 


A O X 
O B—dA—'C Y 

即: F ' CB — dA —' OKX )， 故 B — C ^ A — LC 为正定矩阵. 
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第六章线性空间 


线性空间是最基本的数学概念之一，通过对线性空间的讨论， 
将加深对于线性方程组与矩阵的理解. 

第一节集合与映射 

主要内容 

1 . 集合是指 一类研究对象的全体.组成集合的对象个体称为 

集合的 元素. 

a 6 M 表示 a 属于集合 M，a $ M 表示 a 不是集合 M 的元素. 
集合常用列举法或性质表示法表出. 

2. 不含任何元素的集合称为 空集合 ，记为 0 .若两个集合 M 
与 N 含有相同的元素，称为两个集合相等，记为 M = AL 若集合 M 
的元素全是集合作的元素，则 M 称为 W 的 子集合 ，记为 M [ N . 
若集合 M 与 W 同时满足 MGiV 与 iVGM ， 则 M=N. 

3 .设 M 与 iV 是两个集合，既属于 M 又属干 N 的全体元素 
的集合称为 m 与 jV 的交，记为 mPi n 屬干 m 或属于 yv 的全体 
元素所成集合称为 M 与况的并，记为 Ml) N. 

4 .设 M 与 M ' 是两个集合，若对 M 中的每一个元素 a ， 按照 
某一法则 c 都有 M ' 中一个确定的元素 a ' 与之对应，则称 cj 为集合 
M 到 M ' 的一个映射.若映射 cj 使元素 a e M 与元素 a ' e M ' 对应， 
就记为 o ( a ) = a ， a '称为 a 在映射 tJ 下的像， a 称为 a ' 的一■个原像. 

M 到 M 自身的映射也称为 M 到自身的变换. 

集合 M 到集合 M ' 的两个映射 a 及 t ，若对 M 的每个元素 a 
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都有 tJ ( ct )= rU )， 则称 ( J 与 t 相等，记为 a = r . 

5 .设 M 是一个集合，若 a ( a )= ct ， a 6 M ， 则 a 称为集合 M 的 

恒等映射或单位映射. 

设分别是集合 M 到 M '， M ’到 M " 的映射，则 ( ra )( a ) = 
r ( a ( a )) ,aG M 称 为乘积 ra . 

映射的乘法一般不满足交换律，但满足结合律 ，即 （扣) 

4>(to). 

6 .设 c 是集合 M 到的一个映射，用 cj ( M ) 代表 M 在映射 cj 
下像的全体，称为 M 在映射 cj 下像的集合 • 

若 a ( M )= M ， ， cj 就映 射为映上的或满射. 

若在映射 c 下， M 中不同元素的像也一定不同，则映射 a 称为 
1-1 的或 单射. 

一个映射若既是单射又是满射就称为1 -1 对应或双射. 

7 .设是集合 M 到 M ’ 的双射，则对 a ( a )= a ' 定义 ( T 1 U ')= 
icT 1 称为 c 的 逆映射 . cT 1 是从 M ' 到 M 的双射. 

疑难解析 

为什么要引入映射的概念？ 

答 在研究问题时，我们将一类研究对象的全体称为一个集 
合.几类不同的研究对象的全体就是几个集合.我们不仅要讨论一 
类研究对象，而且更多地要对几类不同的研究对象进行认识、分 
析、比较与联系，从事物的相互关系中寻找规律性，从中找出解决 
问题的线索与方法.映射就是一个反映两个集合元素之间关系的 
数学概念，在高等代数中，映射是我们把几类不同对象联系起来进 
行研究的重要工具. 

方法、技巧与典型例题分析 

了解关于集合与映射的基本概念，能证明关于集合与映射的 
基本命题. 
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例 1 设 M[N ，证明 ： Mr \ N = M , M [ JN = N . 

证任取 M ，则由题设知/ V ，从而 M fl N =^ M^M 
门况;又 Mfl yVGM . 综合知 Mfl N = M . 

任取 MU _/ V ， 则或 ct € i _/ V ， 由题设知 aG _/ V ，所以 
MU N[N 又 iVGMU 综合知 Ml ) N = N . 

例 2 证明： Mn ( ivUi )=( MnAou ( Mni )， 

MU ( ivru)=(MU aoh ( mud . 

证对任取的 aeMfU ^ VUi )， 有 a 6 M 又 a e ( MUi ). 而 
aG (MU i ) ， 即 aCi M 或 i ，所以 Mfl N 或 aG Mfl L ，从而 
知 a 6 (MA AOU ( MHi)，BP 

MH ( iVUi ) G(Mn AOU ( MHi ). 

反之，若 a e(Mn AoU(Mfu)jij a eMn iv 或 aeMfii . 
当 Mfl j^V 时 ， a€M 又 aG N =^ aG A^U L =^~ aG Mfl ( A^U L ). 
当 a€i Mfl i 时， a€i M 又 aCi aG N U a^z Mfl (_/VU i ). 

从而 （ Mn / v ) u ( Mni ) GMn ( ivUL ). 

综合知 Mr \ ( N\J L )= ( Mf ] N)[J ( Mr \ L ). 

对任取的 aeMU ( wru )， 则 aeM 或 a e ^ vru . 当 a eM 
时 ， aGMU iV 和 aGMUi ， 因而 a 6 (MU AO fl (MU i ); 当 N 
门 i 时， a 6 iV 和 a 6 L =^ aeMU 汉和 MU i ，即 a 6 (MU N ) 
H ( mUl ). 从而 

M[J ( Nf ) N ) f ] ( M[J L ). 

反之，若 士 (MU AOfl (MU i ) ，则 a 6 MU iV 和 a 6 MU i . 
当 a 在 M 时，必有 a 6 W 和 i=> a eMU ( WfU ); 当 a 6 M 时，必 
有 aGMU 况和 a eM [ jL =^ aGMlJ ( iVfU )， 所以 
(MU AOfl ( M [ jL )^ M [ J ( Nf ] L ). 

综合知 Ml } ( NC \ L )= ( Mr \ N)[J (MCl L ). 

关于集合的证明，一般有两种方法 :一种 方法是从等式的一端 
直接推导出另一端，这种证法难度太大，不易办到;另一种方法如 
例1、例2所示，先证明等式左端的集合被等式右端的集合包含， 
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再证明等式右端的集合被左端的集合包含，从而等式成立.这种方 
法比较容易做到，所以是我们首选的. 

在证明过程中，要注意符号 e 与符号 e 之间的区别 . e 表示元 
素与其集合之间的从属关系，而 e 表示两个集合之间的包容关系. 
元素不能写成 aGM ， 但可以写成 { a } GM ， 这时 { a } 表示只 
含元素 a 的单元素集. 

例 3设 r ， s ， £是三个互不相同的数，且 A = { r , s , t} ， B = 
{ 〆 ，/，/} ， C = { rs ， st ， tr } •若 A = B = C ，证明: { r 9 s 9 1} = {1 9 w 9 

w 2 } ，其中 l ±^^ i ) • 

证 因为 4=5= C ，则有 

r~h 5 + 1 = r ~\~ s ~^r t = s 1 r \~ tr = k , 

从而 A ： 2 — ( r + s ~\~ tf = ( r s 2 t )~\~2( rs ~\~ s 1 r \~ tr )=3 k , 

于是解得 A :=0 或 A ：=3 .又 

rst = r • s • t = { rst ), 

故 rst = 1 •所以，当 k = 3 时， r ， s ，£ 为方程 / ~3 x 2 ~\~3 x~l = 
( x — l ) 3 的根，解得 r = s = t = 1 ，不合题意.当 k =0 时，由 r ， s ， t 为 
方程; c 3 —1 = 0 的根，解得 

x=l , 尸古 (― l ±'/^ i )， 

即 w = ^(— 1+ f 3 i ). 

例 4 作满足下列条件的 映射： 

(1) 从单位圆周到 [0 ，1]的 单射； 

(2) 从 [0 ，1 ] 到整个数轴的 单射； 

(3) 从正实数集合 P 到实数集合 R 的 双射； 

(4) 从（一 1，1 倒（一 °°，+° o ) 的双射. 

解 （1) 对任一非零复数 z ，其幅角主值有 0< arg Z <27 r JIJ 

z —^ argz 就是从单位圆周到区间 [0 ，1]的一个单射. 
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(2) %是从 [0 ，1 ]到 整个数轴的一个单射，不是满射(其中 
[0，1]到[0，1]，其余无对应）. 

(3) x ^ lnx 是从/ 5 到 R 的一个双射. 

(4) tan f 是从（一1 ，1 倒 (- oo ，+ oo ) 的一个双射. 

例 5证明下列集合 对等： 

(0,1) 〜 U，crU)，（0 J) 〜 (0，+co)， （一1，1)〜（一 oo，+°o). 

证 对于集合4 ， fi ，如果存在从4到 S 上的一个1 -1 映射， 
则称4与 S 对等，记为4〜 S . 因此只需找到4 ， S 之间的一个双 
射就可以了. 

/ : xr^crhbx 是从 (0 ，1 倒 （ a ， crl ~6) 的一个双射. 
f ： x-^tan f 是从 (0 ，1 )到(0，+°°)的一个双射. 

/： x^tan f 是从（一1 ，1 ) 到 （一 oo，+oo ) 的一个双射. 

所以 

(0， l )〜 U ， a +6)，（0， l )〜(0，+ oo )， 

( 一1 ，1 )〜（— 00 ，+°° ) • 

第二节线性空间定义与简单性质 

主要内容 

1 .定义 1设 F 是一个非空集合， P 是一个数域，在集合 F 
中的元素之间定义了加法运算(即对任《，卩 6 F ， 有唯一的 rev , 
使 a + 卩=7)，在数域 P 与集合 F 中的元素之间定义了数乘运算 
(即对任一 P 与 a eF ， 有唯一的 SeF ， 使 S = fax ). 如果加法与 
数乘运算满足以下 规则： 

(1) a+ P= P+ a, 

(2) (a+P)+7= a(P-hy), 
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(3) 存在 06 F ，使对任 ct 6 F ，有 a +0= a ；0 称为 F 的零元 
素， 

(4) 存在 a 的负元素 P 6 F ，使 ct + (3=0, 

(5) 1 a = a , 

(6) kCla )=( kl ) a , 

(7) ( k ~\~ l ) a = Aa + la , 

(8) k ( a + P )= ka ~\~ kP , 

则称 F 为线 性空间 .线性空间的元素也称向量，所以线性空间也 

称向量空间. 

2. 线性空间有以下简单 性质： 

(1) 零兀素是唯一■的； 

(2) 负元素是唯 一的； 

(3 ) 0 a =0 ； M )=0 ；( —1 ) a = — a ； 

(4 ) 若 fta =0 ，贝 lj A =0 或 a =0 . 

疑难解析 

1. 怎样理解线性空间这_概念？ 

答 空间是一个数学模型.而线性空间是对加法与数乘运算 
封闭、且满足8条运算规则的数学模型. 

线性空间又称向量空间，其元素向量不是通常意义下的向量， 
可以是数、矩阵、多项式、函数等，因此线性空间具有一般性. 

线性空间具有抽象 性:其 两种线性运算不一定是通常意义下 
的加法与数乘，但一定要满足8条运算规则，且在同一非空集合 F 
和数域 P 上按不同规则定义这两种运算时，得到的线性空间是不 
同的. 

当 F 不变而数域 P 不同时，线性空间的定义形式是不变的， 
但线性空间的某些性质可能会改变. 

2. 怎样检验所给集合关于给定的运算是否构成线性空间？ 

答 在大多数情形下可以从定义出发来验证.首先考虑集合 
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内的加法与数乘运算是否有意义(或封闭）.若它对两种线性运算 
封闭，则还需验证8条规则，如果其中某条不成立，则必须举一反 
例来说明.特别要注意零向量与负向量等具体问题. 

方法、技巧与典型例题分析 

例 1有没有只有一个向量的线性 空间？ 有没有只含有限个 
向量的线性空间？为什么？ 

解 有只含一个零向量的线性空间，不存在其它只含有限个 
向量的线性空间. 

因为，若有非零向量 a eF ， 则对任何不同的数 k，ie p ， 有 kx 

，从而 F 中必有无限多个非零向量.故不存在其它只含有限 
个向量的线性空间. 

例2 检验以下集合对于所指的线性运算是否构成实数域上 
的线性空间. 

(1) 次数等于 ft U >1) 的实系数多项式的全体，对于多项式 
的加法和数量 乘法； 

(2) 设 A 是一个 nXn 实矩阵， A 的实系数多项式 /( A ) 的全 
体，对于矩阵的加法与数量乘法； 

(3) 全体实对称(反对称，上三角 ) 矩阵，对于矩阵的加法与数 
量乘法； 

(4) 平面上不平行某一向量的全部向量所成的集合，对于向 
量的加法和数量乘法； 

(5) 全体实数的二元数列，对于下面定义的 运算： 

(cs )©( az )= ( oi + ,6i + & + co ai ), 

k(cn，h )— {kax，kh + 从 \ ^ ^ ). 

(6) 平面上全体向量，对于通常的向量加法和如下定义的数 
量 乘法: A : a =0; 

(7) 集合与加法同 (6 ) ，数量乘法定义为 Axx = cx ; 
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(8) 全体正实数 IT ，加法与数量乘法定义为 

«@6= ab , k • a = a . 

解 （1) 不是.因为两个多项式相加可能不是多项式. 

(2) 是.由矩阵加法知 /( A )+ gU )=/ jU )， 由矩阵数乘知 
kf ( A )= dU )， 所以对加法与数乘封闭.又 F 中含有 A 的零次多 
项式作为零元，以/ “ ） 的各项系数的相反数为系数的多项式 
一 / U )，/( A ) 的负元为一 /( A ). 同时矩阵加法与数乘运算满足其 
它各条规则. 

(3 ) 是.如对于上三角矩阵4与 b ， a + b 和以 I ae n 仍为 
上三角矩阵，所以对加法与数乘封闭.零矩阵是零元，一 A 是 A 的 
负元.矩阵的加法与数乘运算满足其它各条规则.当 A ， B 为实对 
称矩阵时类似可证. 

(4) 不是.因为两个不平行于某向量 a 的向量之和可能平行 
向量 a (如以 a 为三角形一边，而另两边为两个不平行 a 的向量）. 

(5 ) 是.对于加法运算与数乘运算封闭是显然的.存在零元 
(0 ，0);元素（^[，6)存在负元（一《，0( 2 —6).可以验证满足其它运算 
规则. 

(6) 不是•因为 la =0^ a . 

(7 ) 不是.因为对任何 k , l & P , ( k ~\~ I ) a = a 7^ ka~h la =2 a . 

(8) 是.对于加法运算与数乘运算封闭是显然的.存在零元1; 

元素 a 存在负元 1 .可以验证满足其它运算规则. 

a 

例 3在线性空间中，证明： 

(1) AO — 0 ； (2 ) k ( a —(3)= ka . 一祕 • 

证 （1) 因为 k ( a -\~0)= ka ,BP koc + kO = ka ， 所以 AO —0 . 

(2) 因为 A :( a — P )+ 祕 = &(a —(3+ P )= A : a ，所以 A(a — P )= 

ka — kp . 

例 4 证明 :在线 性空间定义中，“加法满足交换律“+ P = P 
+ cx )” 不是独立的（即可从其它7条规则推出）. 
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证设 《， P 为 F 中任意两个向量，则 
2(a+P)=2a+2P= (1+1 )a+ (1+1 )P 

= (1 a+1 a) + (1^+1^)= ( a+ a) + (P+ P) 

=a+ ( a+ P) + (3, 

又 2 ( a+ P)= (1+1)( a+ (3)= 1 (a+ P)+l ( a+ P) 

— (a+ (3) + ( a+ ^)= a+ (P + a) + P, 

比较两式，得 a+ P= P+ cx. 即加法交换律不独立. 

例5按通常数域上的加法与数乘运算，下列〃维向量集合 
是否是该数域上线性空间？ 

(1) V = {( a ， b ， a ， b ，…， a ， b ) |a,6G P }； 

I n 

(2) V = ax | cu = 1 . 

i= 1 

解 a) 是.对加法运算与数乘运算封闭.存在零元 (0，o，o ， 
0，…，0，0)，对 （a，6，a，6, … ，a，6) 存在负元（一 a，一 6,一 a，一 6,…， 
— a ，一 b ) .可以验证，满足其它运算规则. 

(2) 不是.不存在零向量， BP (0 ，0，…，0 )$ F . 

第三节维数、基与坐标 

基变换与坐标变换 

主要内容 

1.定义1设 F 是数域上的一个线性空间， cn ，02，…，〜 
(»1)是 F 中一组向量， fo，fc ，…， kr 是数域 P 中的数，贝 lj 
h ai + fc 02 + … +A>cx r 称为向量组 ai ，02，…，〜的一'个线性组合， 
也称向量 ex 可由向量组 ai ，02，…，⑴线性表出. 

定义2若 

(工 ）ca ，02，…， a r ， 

( n ) 译 ，…， ft 
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是 f 中的两个向量组，如果 （ i ) 中每个向量可以由 （ n ) 线性表 
出，则称（ I 河以由 （n )线性表出.若 (I )与（11 ) 可以相互线性表 
出，则称 （I )与（11)是等价的. 

定义3 线性空间 F 中向量 ai ，02，•••，& ( r > l ) 称为 线性相 
关 ，如果在数域 P 中有 r 个不全为零 的数; h ， fc ，…丄，使 

ki on + fc 02 + •••+ a ,. = 0 ， 

如果向量 ca ，《2，••• ，& 不线性相关，就称 为线性无关. 

2 .几个常用结论： 

(1) 单个向量《线性相关的充要条件是《 = 0;两个以上向量 
ai ,02 ,-, a r 线性相关的充要条件是其中有一个向量是其余向量 
的线性组合. 

(2 ) 若向量组 ai ,02 ，•••，& 线性无关，且可被译，择 ，…， 线 
性表出，则 

(3) 若向量组 ai ，02，••• ， ct r 线性无关，但向量组 ca ， ce ，••• ， c( r ，P 
线性相关，则 P 可以被 c * ，…，％线性表出，而且表示法唯一. 

3 .定义4 若在线性空间 F 中有 n 个线性无关的向量，但 F 
中没有更多数目的线性无关的向量，则称 F 为 ri 维的 .若在 F 中 
可以找到任意多个线性无关的向量，则称 F 为无限 维的. 

定义5 在 n 维线性空间 F 中， a 个线性无关的向量& A ， 
…，& ■ 称为 F 的一组基•设 c (是 F 中的一个向量，则 a ，£2 
«线性相关，且《可以被基 e ! ，•••，£»线性表出，即 

a = aia + aee ! + •••+ a n e „ . 

其中系数 a ，ck ，•••，》■是被向量 a 和基 ei ，£2，•••，£„ 唯一确定的， 
这组数称为 ct 在基 ei ，£2，…，& ■下 的坐标，记为 （a ， oe ，…， aO . 

定理1 若在线性空间 F 中有 n 个线性无关的向量 m ， 
02 ，…，，且 F 中任一向量都可以由它们线性表出，则 F 是 n 维 
的，而 cu ，02，… ， a „ 是 F 的一组基. 
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4 . 设 F 是数域 P 上的 n 维线性空间 ， ei ， … ， e„ 与 e ! ，“， 
… ， e ； • 是 F 的两组基.关系式 

£1 = Oil £l H - 6C1 £2 + •••H - dnl Zn , 

£2 = CQ 2 ei + CE 2 €2 + • • *+ a «2 , 


Zn = OUSlH - ainZ 2 -\- dim 


称为基变换公式，可以形式地写为 


其中 


(^1 ? £2 ?••• )~ (£l , • • • , £n )A . 

an 0x2 ••• axn 

azi an ••• ain 

A= 


anl (M … Onn 

称为由基 S ，£2 ，…， e „ 到 e !， e ! ，…， eL 的过渡矩阵. 

V 中元素 a 在基 ei ，£2 ，•••，&■ 下的坐标 （％ i ，％2，•••，；》:»)' 与在 


-fc+- 1 1 

基 ei ,£2 ，•■ 

，•乂 下的坐标 （d 

! 

jX2 ,• 

! 

•• ，Xn 

) '满足关系式 


XI XI 


f 

XI 

XI 


t 

X2 X2 

或者 

! 

X2 

, X2 


=A 


=A . 


Xn Xn 


! 

Xn 

Xn 

5 •设 

ai ,02 ,••• ,a« 和 Pi 


' •，艮 

是 F 中的两个向量组， A 


U )， B = (fe ) 是两个 nX n 矩阵，则有以下运算 规则： 

((ai ,02 ，…， ou )A)B= (ai ,02• ,a« )(AB )； 

(ai ,02 ,••• , a n ) A + ( ai ,02 ,••• ,a« )B= (ai ,02 ，…， 仏 ） (A~\~B )； 
(ca ,02 ， … ， a« )A~\~ ((3 ，…， ft )A = (ca + (5 ,02 + ,••• ,an+[i )A . 

疑难解析 


i . 怎样求过渡矩阵？ 

答求过渡矩阵的常用方 法有： 

a ) 用定义求.直接计算 e : ( f = l ， 2 , …， n ) 在基 a ， e ，-, e „ 
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下的坐标列 （ OU ，02 i ，…， 心 )作为 A 的第 f 列，其形式为 

(e’i 9 £2 , £« )— ( 61 , £2，•• •，^ I )A . 

(2) 用公式 （ e ! ，… 9 e n )= ( ei ， E 2 ，… ， e n ) A 求.当 F 是几维 
空间时， ( ei ，£2 ，… ，匕) 与 （ e !，£(，••• ， A ) 者阿看作方阵，从而 

A = ( £l 9 E2 , • • • 9 Era ) ( £l 9 £2 , • • • , £« ). 

(3) 用坐标变换公式 X 求，式中: T 与 X 分别为基 
(£!，£〖，•••，^)与（&，£2，“*，0下的坐标列，从而 

A= (xi ,X2 ，… ,Xn ) 1 (yi ,y2 ， … ,y« ). 

2 .同一向量在不同基上的坐标是否_定不同？不同向量在 
同一 基上的坐标是否可以相同？ 

答 同一向量在不同基下的坐标有时可以相同.如零向量 0 
在任何基下的坐标都相同;又如向量£1 = (1 ,0 ,0),£2 = (0,1 ,0), 
&=(0,0，1)是三维向量空间的一个基， & ，2£2,3£5也是三维向量 
空间的一个基，向量 a = (1 ,0 ,0 )= a 在这两个基上的坐标相同， 
都是 (1 ，0,0). 

当线性空间的基确定后，每个向量的坐标是唯一确定的，所以 
不同向量在同一基下的坐标一定不相同. 

方法、技巧与典型例题分析 

例 1证明 :在实 函数空间中， 1 ， C0S 2 t ， C 0 S 2 f 是线性相关的. 

证当1 ， cos 2 1， cos 2 t 作为向量时，因为有关系式 cos 2 i = 
2 cos 2 t ~ l ，所以1 ， cos 2 t ， cos 2 t 是线性相关的. 

例 2 若 /l (%) ，/2 (% ) ，/3 (；»：) 是线性空间 P [ x ] 中三个互素 
的多项式，但其中任意两个都不互素，证明它们线性无关. 

证 用反证法.设它们线性相关，则存在不全为零的 h , fc , 
h ，使得 

h fi (x )4 - k f2 (x )4 - h fs (x )=0 . 

不妨设 fo 乒 0 ，则 
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f 1 ( x )= ~ t f 2 ( x ) ~ t f3(x)9 

知 /2 (%)，/3 ( A ；) 的公因式是 /l (%) 的因式，从而知 /l ( I ) ，/2 (%) ， 
/s U ) 线性 无关. 

例 3 在户中，求向量5在基 ei ，£2，£3 ，£4 下的坐标 .设： 

(1) £1 = (1，1，1，1)，£2 = (1，1，一1，一1 ) ? £3 — (1 , 一1，1， 
— 1 ) ，曰= (1 ，一1，一1，1)，5= (1 ，2 ，1，1 ) ; 

(2) q = (1 ,1,0 ,1),£2 = (2,1 ,3 , l),es — (1,1,0 ,0), S 4 — (0, 

1 ， 一 1 ， 一 1 ) ， 5 = ( 0 ， 0 ， 0 ， 1 ) • 

解因为 a a ，es a 线性无关，故可以用克拉默法则解方程 
求出解. 

也可以对矩阵 A = ( e ! ,£2 ,£3 ,£4 ) 施行初等行变换求出解. 

(1 ) 解方程5 = %1 £1 + AJ 2 £2 + %3 £3 + ©1 ，因为 ei ，£2，£3 ，01 线 

性无关，所以线性方程 

Xl~\~ X2~\~ XS~\~ XA = 1 , 

J XI + X2 — X3 — X4=2 y 

XI 一 X2~\~ XZ — %4 = 1 , 

^ xi — X 2 — xs ~r xa = 1 

有唯一解，依克拉默法则求得 

__5. _丄 _ 丄 _ 丄 

xi — 4 ，似— 4 ，— — 4 9 X4 — 一 4 * 


或写出矩阵 ( e !， e (， e 〖， e (， f )， 作初等行变换 
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1 1 1 1 1 [1000 5/4 — 

_^ 0 10 1 0 _^ 0 10 0 1/4 

0 0 11 一 1/2 0 0 1 0 一 1/4 

— 0 0 0 1 - 1/4 」 U 0 0 1 -1/4 - 

所以 ^=^£ i +^£2 —^ 6 i . 

(2) 写出矩阵 （ e ! ，£(，£( ， el ，自），作初等行变换 



所以 £1 —£3 . 

例 4 求下列线性空间的维数与一 组基： 

(1) 数域尸上的空间 P " Xn ; 

(2) F x > * 上全体对称(反对称，上三角 ） 矩阵作成的数域/^上 
的 空间； 

(3) 第二节例2 (8) 中的 空间； 

(4) 实数域上矩阵 A 的全体实系数多项式组成的空间，其中 

_1 0 0 ] 

n n _ —l+'iSi : 

A= U ⑴ U ， co= 2 . 

-0 0 w 2 — 

解 （ i ) 石/是 i 行 y 列元素为 i 而其余元素全为零的 《 阶方 
阵，显然佐 ，（ i ， y = 1，2,…， n ) 线性无关，且对任意 A = ( 00 _ )»X„ 

e 严"，有 A = 公公 a , E , M E , ( i , j = l ，2,… ， n ) 是线性空间 

i= 1 j= 1 
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的一组基，且可知 F Xn 是 〆 维的. 

(2) 分三种情形讨论： 

① 作 F ,=\ El ，: — j ’ ^可知朽是对称矩阵.显然凡，…， 

I Ej + Ej , , i 9^ j , 

En ,Rl ,*** , Rn ，…， Em 线性无关，且对任意71阶对称矩阵 A = 

(aj )nXn ，有 A= D S dij R ，故， … ^F\n ，/ ^1 ，/? n ， Kn 是 

i= 1 j= 1 

p x » 中全体对称矩阵所成空间的一组基，且可知是维的. 

② 作 G , = E i ] - E ] , ( i < ; ') ，可知 G ； 是反对称矩阵.显然 
(52 ，…， Gn ， G 3 ，…， GL ，… ， Gn-l «线性无关，且对任意71阶反对称 

矩阵 A = (你 ） ra x re ，有 A = at) Go ， 故 Gb ， … ，Gn ， Gb ，…， 

i= 1 j=l 

G „ ，… ， G-i »是 P " x " 中全体反对称矩阵所组成空间的一组基，且 
可知是 ^^^^ 维的 . 

③ 对任意上三角矩阵 A =( % ) 仏 ，其中 ai =0 0> j )^ A = 
2 2 cuj E v ;又 En ，… ， Eu ， Ek 2 ，… ， EL ，… ，& ■均为上三角矩阵， 

i= 1 j=l 

且线性无关，故它们是 P " x " 中全体上 H 角矩阵所组成空间的一组 
基，且可知是维的. 

(3) 该空间中数1是零元，数2是非零元，是线性无关的.对 
于任一•正实数 a ， 由 a = k • 2 = 2* = > k = log2 aF ^ a = (logs a ) • 2 
知 a 可由 2 线性表出，从而由 a 的任意性知，空间是一维的，2是 
其一组基(任意不等于1的正数都可以作为一组基）. 

(4) 因为 F ’吉德 ， w 2 = ， co 3 = 1，所以 

1， n = 3 m ， 

( jj = a )， 几 =3 肌 +1 ， 

⑴ 2 , 71=3肌+ 2， 
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"1 

r E, r 

i = 3 m ^ 

从而 A z = 

2 

00 

9 Al = E 9 A. n = ^\ A. 9 r 

i = 3 mil , 


CO - 


n = 3 rrr \~2 


即知 / G 4) 可以表成 EAA 2 的线性组合. 
又设 fo 五+ fc A + fc A 2 = 0 ， 贝! J 由 


f ki~\~k2 + fc —0 , 

1 1 1 

^ ki~\~k2(jj + fc oo 2 — 0 , 

1 00 O) 2 

L fo + fe a! + fc go —0 , 

1 O) 2 00 


= 3 cjl )( cjO — 1 )^=0 


知该齐次线性方程组只有零解，即 E,A,A 2 线性无关，从而知£， 
A,A 2 是一组基，空间是三维的. 


例5 在户中求由基&，£2，&，6!到基的过渡 
矩阵，并求向量自在所指基下的坐标.设 


£i = (1 ，0，0，0 ) ， 


T ) l = (2 ，1 ，一1，1). 


( 1 ) 


E 2 = (0 ，1 ，0，0 ) ， T )2 = (0 ，3 ，1 ，0 ) ， 

& = (0 ，0 ，1 ，0 ) ， ％ = (5 ，3，2 ，1 ) ， 

St = (0 ，0，0 ，1 ) ， r )4= (6 ,6 ,1 ,3), 

5= ( ，似 ） 在 T ) l ， T )2 ，％， T )4 下的坐标； 


( 2 ) 


& — (1 ,2 , 一1，0 ) ， 
£2= (1 ，一1，1，1 ) ， 
£3=( —1，2 ，1，1 ) ， 
01= (―1，一 1，0，1)， 


邛=(2，1，0，1)， 

作 = (0 ，1 ，2，2 ) ， 
9=( —2 ，1，1 ，2 ) ， 
t )4 = (1，3，1，2)， 


5=(1 ，0，0，0)在 £1，£2 ，£3 ，01 下的 坐标; 


ei = (1 ，1，1，1 ) ， 

£2= (1 ，1 ，一 1 ，一 1) ， 
£3=(1 ，一 1，1 ，一 1) ， 
&= (1 ，一1，一1，1)， 


rji =( l ， l ，0， l )， 

%=(2，1，3，1)， 

邛 =(1，1，0,0)， 

T )4= (0 ，1，一1， 一 1) ， 


5=(1 ，0，1，一1) 在 邛，作，％ ， rj 4 下的坐标. 

解 利用疑难解析1中方法可求过渡矩阵. 
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(1) 因为 


得（邛，作 

故过渡矩阵 

由5=0 

其中 

知5在（邛，作 


T)i = 2& + £2 — £3+ 84, 

rp= 3^2+ &， 

T)s = 5ei + 3e2 + 2e3+ si , 
rj4 = 6a + 6e2+ £3 + 3si , 


， r )3， r )4 )=(£i ，£2， es ，⑤） 


0 


-1 


A= 


2 0 
1 3 
一 1 1 


，£2， es，a ) 


XI 


X2 



= ( m % m — 1 

XZ 


-X4 - 



XI 
X2 
X3 
L X4 


A 


12 9 —27 -33' 

1 i 1 12 — 9 — 23 

~27 9 0 0 —18 

- -7 -3 9 26- 

% ) 下的坐标为 

A 丄丄 n 

Xl = g XI ~r ^ X2 — X3 — g X4 

丄丄丄 _丄 _23 

X2 27 ~ I ~ q X 2 2 27 


X3 : 


X 4 : 


丄 


1_ 


_1_ _丄丄丄 ,26 

2 rj A/l q 0 C^ ~I~ 3 ~I~ 2 rj 
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(2) 利用矩阵乘法•取 e = (1 ，0，0，0 ) ，佐= (0 ，1 ，0，0 ) ， 

(0 ，0，1，0)，松=(0,0，0，1) •由 

(& ,£2 ,£3 ,8i )= (ei ,a )A, 

(邛，作，％，邛 ）=( e ，校，於 ， ei ) B ， 


式中 A= 


1 1 -i -r 

2-1 2—1 
-1110 


B = 


L 0 1 1 1 J 

得 (nm )= o，s，6t ) a _1 5 


o -2 r 


2」 


:(£l ， 52 ， 6S，Sl ) 


3 2 — 6 5 

5—1 3 4 

-2 3 4 1 


L —3—2—7 8」 l 1 


"2 0—2 11 


1 1 

0 2 


1 3 


: (Q ,52 ,53 ) 


0 0 
1 0 


0 


: O ， E 2，£3，© ) P . 


p 即为所求过渡矩阵. 

由于 （ei，£2，£s，ei ) = (ei ,^i ) A ，所以 5 = (1，0，0，0) 在 
£1，£2，es，S4 下的坐标为 


即 


A 1 5’ = ，5，一2，一3) ， 

e __3_ 丄_5_ __2_ __3_ 

^~ 13 b + 13 ^ 13 83 13 81 


(3) 同题 (2) 可得 


A = 


1 一] 


-1 一 1 

1 -1 


B = 


0 -1 
0 -1 


1 一 1 
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故过渡矩阵 P=A 1 B = 


丄 


-1 


7 2 -r 

一12 3 

3 0-1 
一 1 0 -1- 


5=(1 ，0,0，一1)在邛，1]2，％，7)4下的坐标为 
B 1 5’ = + (—4 ，—1，8，—3)， 


即 5= —2r/i — 士 7)2+4% — 音 9 • 

例6 由例5 (1)，求一非零向量它在基 ei ，£2 ，£ s ，&与 
T)i , r )2 , rj 3 下有相同的 坐标. 

解 设向量5= ( 幻，％ 2 ，％ 3 ，％ 4) 在基 £1 = (1 ,0,0,0), £2 = 


(0 ，1 ，0，0 )，es = (0 ，0 ，1 ，0 ) ，£4 = 

: (0 ，0，0 

， i ) 下有 


5 = Sl + £2 + £3 

+ %4 £4 . 

又由 

5 = XI ^ X2 yp X3 Xi ^ , 


XI + 5 %3 

~ 1 ~ 6%4 = 

=0， 

得方程组 

xi ~\~2 % 2~\~3 %3 

+ 6%4 = 

= 0， 

即 


—XI + %2 + XS 

+ XA = 

= 0， 


XI + XS 

+ 2 %4 = 

=0， 

因为，由 X = 

= Ax =^ > G 4 —五) x =0 

，即得方程组 


1 0 5 

6 XI 

0 


1 2 3 

6 X2 

0 


-1 1 1 

1 X3 

= 0， 


1 0 1 

2 X4 

0 


解此齐次线性方程组，得通解 P = %2 = %3 = C ，%4 = —C •故 

( c ， c ， c ，一 c ). 

例 7 (1) 证 明:在 中，多项式 

fi = (x — ay )••• (a; — cu-i )(% — cu+i )•••(% — an ) (i= 1 ,2 ， ••• ，打 ) 

是一组基，其中 a ，⑦，…，&是一组互不相同 的数； 
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(2 诺取 OI ，02 ，…， On 是全体 n 次单根，求由基1，％，…，/ 1 
到基/!，/ 2 ，•••，/„的过渡矩阵. 

证 （1) 由于 Pbl 是 n 维空间，所以只需证明力，/ 2 ，…， 
fn 线性无关. 

设有一组数 fo ， fc ，…， L ，使得 

kl f \ ~\~ k 2 f 2~\~ •••-{-knf n = 0 . 

将 x=ax 代人，则因为 /l (OL )7^0 M fiiax )=0 ( i =2，3 ， … ， n )， 
就得出 kif\(ai )= 0 <^ 1=0 •同理，可求得 fo ^“= L =0 •从而， 
知 f ' ■，… ， f n 线性无关，是一^ 组基. 

(2 ) 可取01 — a ,02 — 62 ,••• , On = Zn ,BP 71 次单根，则有 
X n ~1= (x~B )(%—£2 )•••(% — £« )= (x~^i )fi ( i=l ^2 ,••• , n ). 

由 《 ，得 

n _ -1 

r OC _i. n _ 1 I n _ 2 I I n _ 2 l n _ 1 

ti — — £i' ~r & A ； I ••• I ^iX ~r X ， 

J X~^i 

得出由基 1 A ，…到基力 ，/ 2 ，•••，/„ 的过渡矩阵 

n _ 1 n _ 1 n _ 1 

£l E 2 ••• 

n ~2 n ~2 n ~2 

Q 已 Zn 

a E 2 ••• e « 

1 1 ... 1 

例 8 设八是 P 上次数不超过 n 的多项式全体，求由基 cn 
=1 ,02 = x ,••• , an + i = x n 到基 Pi =1= O — a ) ，… ， li+i = ( x ~ 
a ) n 的过渡矩阵，并求多项式 f ( x )= a ) + ai ^+…十 anx n 在这两 
组基下的坐标. 

解设所求过渡矩阵为 A ，则 A 的第 > 列是 ft = U — _1 在 

基1， W re 下的坐标，故有 

1 —a a … ( — 1 T a 

0 1 ~2 a … ( — 1 ) n_1 na ~ x 


0 


0 


0 


1 


• 271 • 



又 f ( x ) = ax ^+…十 OnX n 在基 1 ， a ;，•••，/ 下的坐标列为其系 
数排成的列向量 （《) ，级 ，…， an )’ ;在基 1 9 ( x ~ a ) 9 ( x ~ af ，…， 
( a ; — a ) n 下的坐标列为其泰勒 (T ay lo r ) 展开式系数排成的列向量， 
即 

[ f ( a ) ,/ ( a ) Aj /'"'( a )). 

例 9 设 F 为由零及次数为《的 m 个未知量的齐次多项式 
作成的线性空间，求 F 的维数. 

解设，%2，…，为 ATI 个未知量，因为任意一个次数为 M 
的 All 个未知量的齐次多项式/(幻 ，％2，•••，％« )均可唯一地表为 

f (XI 9 X2 9 Xn )= 2_J ak l k 2 -k m Xl l X2 2 •••x'm , 

灸1 + 灸2+."+灸 m = ra 

所以 XI 1 X 2 2 ••• X k m + 仏+…十打)是线性空间 F 

的一组基，这也就是 (: n + %2 + … +%；n ) n 展开后非同类项的项数， 
等于从 W 个元素 A ；1 ，%2，…，^中每次取^个元素的重复组合数. 
故维数 


r n _ r m -\ _ ( nrr 1)( nrr 2 )••• (nrr m , — 1 ) 

( m — 丄） ！ 

例 10 证明 ：向量 ca = (1 ，1 ，…， 1 ) ， os = (1 ，…， 1，0 ) ，…， cx „ 
= (1 ，0，…，0)是空间 F 的一组基•并求向量 Ct = ( GQ ， CE ，… , On ) 
在此基下的坐标. 

证因为以 c/i ， a; ，…， ai 为列向量的矩阵 


A= 


1 0 


1 0 … 0 0 

是满秩的，所以 m ,02，•••，％线性无关，是 F 的一组基. 
解方程组 ： n ca + %2 os +…+ Xna n = a ，求出解 

Xl = On 9 X2 = Cln — I — dn^Xn = OX — 02 9 

这就是向量 a = ( ai ，•••，& ) 在基 co ， 02 ,••• , a » 下的坐标. 
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例 11 设 CU ,02 ，…， C (，是 M 维空间 F 中一组线性无关的向 
量，证明 :总可 以添加 ra — r 个向量 ctj +1 ，•••， C ( n ，使得 cu ，•••， C ( r ， 

，-, a , 作成 F 的一组基.特别地， a 维线性空间中任意 n 个线 
性无关的向量都可以取作基. 

证设@，择，… ，艮是 F 的一组基，则每一都可由氏， 
择，…， ft 线性表出.适当改变 P * ，择，••• ， d 的编号，可以用 «1 ,02, 
…，^替换前 r 个基 向量氏 ，择，…，艮，得到一个与译小，••• ，(1 等 
价的向量组 ai ，…， a r ，[ i + i ，…，氏，所以 ai ，… ， a r ，( i + i ，…，艮，是 
它本身的一个极大无关组，因而是 F 的一个基，取 a ； = ft (j = 
r ~ hl ，…， n ) ，贝 1 J 命题得证. 

第四节线性子空间子空间的交、和与直和 

主要内容 

1 .定义1数域 P 上线性空间 F 的一个非空子集合称为 
V 的一个线性子空间(简称子空间），如果对于 F 的两种运算也 
构成数域尸上的线性空间. 

定理 1若线性空间 F 的非空子集合对于 F 的两种运算 
是封闭的，即满足 条件： 

a ) 若 ir 中包含向量 c (，则 if —定同时包含域 p 中的数 a 与 
a 的数量乘积 Aa . 

(2) 若 IT 中包含向量 c (与 |3,则 IF 同时包含 a 与 P 的和 a + P . 
则妒是一个子空间. 

2. 由单个零向量所组成的子空间称为零子空间.零子空间与 
线性空间本身这两个子空间又称为平凡子空间，其余线性子空间 

称为非平凡子空间. 

齐次线性方程组 Ax=0 的全部解向量组成的子空间称为齐 
次线性方程组的解空间，维数等于 n—r ( r = 秩 04)). 
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由线性空间 V " 中一组向量 CU ，02，•••，〜的所有线性组合 A ：1 CQ 
+ fc 02 +… + La « 构成的 F 的一'个子空间，称为由 ai ,02 , • • • , a r 
生成的子空间，记为 L ( ca ，02 ，… ,ar ). 

3 .定理2 (1) 两个向量组生成相同子空间的充分必要条件 
是这两个向量组等价； (2) L(oa ，02 ，…， cO 的维数等于向量组 ai ， 
02，•••，& 的秩. 

定理3 设 W 是数域 P 上 n 维线性空间 F 的一个 m 维子空 
间， m ，02，…，心是 W 的一组基，则这组向量必定可以扩充为线 
性空间 F 的基.即在 F 中必可找到 n — m 个向量 (X m + 1， CXm + 2， • • • ， 
an ，使得 ai ，02，… ， o ; n 是 F 的一组基. 

4 .定理4 若 h A 是线性空间 F 的两个子空间，则它们的 
交 Fi fl h 也是 F 的子空间. 

子空间的交有以下运算 规律： 

Vi n V 2 = V 2 n Vi ,( Vif ) V 2 ) flF 3 = Fi fl ( F 2 riFs ). 

Fi rih n … hf s = hw 也是子空间. 

i = 1 

定义 2 设 W ， F 2 是线性空间 F 的子空间 ，Ft 与 F 2 的和是 
指所有能表示成 ai + ok ，而 ai G Fi , os 6 F 2 的向量组成的子集 
合，记为 F1 + F2 . 

定理5 若 h ， F 2 是 F 的子空间，则它们的和 h h 也是 
V 的子空间. 

子空间的和有以下运算 规律： 

Vl ~\~ Vz = V 2 ~\~Vl ,(Fl + F 2 )+ F 3 = Fl +( F 2 + F 3 ). 

s 

Vi -\~ V 2-\ — ~\~ Vs = 2 Vi 也是子空间. 

i = 1 

关于子空间的交与和有以下结论. 

(1 ) 设 F !， F 2 ，都是子空间，则由与 W ^ V 2 可以推 
出 W ^ Vif ) V 2 ;而由 lF 2 Fi 与 W ^ V 2 可以推出 W^Vi + V 2 . 

(2) 三个论断 ,Fi nF 2 = Fi , V ! + V 2 = V 2 是等价的. 
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5. 定理(维数公式）若 h ， F 2 是线性空间 F 的两个子空 
间，则 

维 ( F ! )+维(7 2 )=维(7 1 + 7 2 )+ 维 ( F ! flF 2 )• 

推论若《维线性空间 F 中两个子空间的维数之和 
大于〜则 F : A 必含有非零的公共向量. 

6 .定义 3 设 h ， F 2 是线性空间 F 的子空间，若和 Ft + F 2 
中每个向量《的分解式 

a= on + 02 ， ai G Fi , cg G F2 

是唯一的，这个和称为直和，记为 Fi ㊉ F 2 . 

定理 6 和 h h 是直和的充分必要条件是等式 ai + 02 = 
0 ， a , e F , ( i = 1 ， 2 ) 仅在 ct 全为零向量时才成立. 

推论和 h h 为直和的充分必要条件是 FinF 2 ={0}. 
定理 7 设 F !， F 2 是 F 的子空间，令 1 T = h h ，则 W=Vx 
© F 2 的充分必要条件为维(妒户维…！）+维出 ）. 

定理8 设是线性空间 F 的一个子空间，则必存在一个子 
空间见，使 F = U®W . 

7 .定义 4 设 h ，…， F .、 都是线性空间 F 的子空间，若和 

+ + 的每个向量 a 的分解式 a= ai + 02 + … + a, ， a; 

6 F ； ( i = l ，2 ，… ，•?) 是唯一的，这个和称为直和，记为 Fi ㊉ F 2 ㊉ 

…㊉ F* . 

定理 9 设 h ， F 2 ，…， F , 都是线性空间 F 的子空间，下面这 
些条件是等 价的： 

(1) W =^ V . 是直 和； 

(2) 零向量的表示法 唯一； 

(3) F.n 2 ^=10} (i=l,2,-,5 )； 

( 4 ) 维 an = E 维 （ f ,). 
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疑难解析 


1 . 怎样求两个子空间 b 与 h 的和与交的维数与基？ 

答设 Fi = i ( ca ， 02 • , ct , ) , V2 = L(p ，…， 3) .则 Fi + V2 
= L(oa , 02 ，…， a ，[ i ，…， 3 ) .要求 Vi + V ^ 的基，就应求 ai ,02 , 
…， a ，( J ，••• 的极大无关组.将这 s + f 个向量的坐标列排成 ra 
XG + 成巨阵，对 （ ca ，…， a ,，|3 ，译，…， P ) 作初等行变换，化为阶 
梯形 （ a ! j ，…， a ; ，(3 [，读 ，…，这 ） ，设其秩为 r ， 则 F1 + F2 为 r 维.可 
知 r 阶不为零子式所在列向量即为 V : + V 2 的一组基. 

若 h 为 &维， F 2 为&维， h 的基为 ca ，•••， ， F 2 的基为 
译，… ，民 ，则对于任一 c(6 Fi fl h ，有 aG Fi ,aG V2 .于是 
a= Aa ai + h 02 + •••+ a、、= j^i (i + •••+ 叫民 . 

对以 Xi ，…， \ ，一 p ，… ，一内 为未知元的线性方程求解(仍可利用 
上面的阶梯型，只需划去 * )+( t ~ b 冽），则此齐次线性方程组 
A.ai + •••+ A .,, O.J — fJi (i — ••• 一 fJtj [ i , =0 
的解空间的维数即是 F1HF2 的维数，以其基础解系为组合 
系数得到的 { r ,} 就是 F : H h 的基. 

2. 怎样构造子空间？ 

答 构造子空间的一般方 法是： 

设 F 是一个线性空间 ， S 为 F 的一个非空子集.令 
L(S) = {h fc S + …+ j£G S,A：；G P,iGN}, 

则 i ( S ) 是 F 的一个子空间. 

因为，任取 a = ax ai ~\~ az cn2 a r a r , P = b\ 译 + fc [i + • • • + 

bsP s ，式中 ai ， … ， cx r ， [i ，…，岛 G S ， ai ， … ， Or ， 6 i ， … 9 bs G _P ， 则 
a+ P= ay ai + •••+ arar+fo [i + *"+&民 G L(S), 
ka = kax ca + kd2 a2~r*"~\~ ka- a r G L(S). 

从而知 L ( S ) 是一个子空间. 

3 . 是不是任何线性空间都是有限元生成的？ 

答 不是.可以用反证法说明.设是有限元生成的，则 
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有有限个非零向量力 u ) ，/ 2 U ) ，…，/, U ) 是 ] 的一组生成 
元，这时对线性空间 P [ X ] 中的任一向量 gU )， 必有 

g ( x )= ki fi ( x )+ k /2 ( x )~\ - h hf t ( x ) G P . 

因为生成元是多项式，都有一个确定的次数，设其最高次数为 m ， 
所以当 〆 ％)=，+ 1 时，上式就不可能成立，从而知 尸 [幻这个线性 
空间不是有限元生成的. 

对于有限元生成的线性空间，其生成元一般也不只一组，如 

尸 "' = [(£1 ， £2，•••，&! ) = L(2£l ,2 £2 ,*• * ,2 £/i ) = Z/ ( £l ， 2c2 ， •-• ，成 n). 

4 .两个子空间的并集能否作成子空间？ 

答一般作不成子空间.如 Vi = {(x , y ,0) I x , y 6 P ) ,Vi = 
{(0 ,y , z ) |y P ) 的并集 Vi U Vz 就不是子空间.因为，取 a = 
(1 ，1 ，0 )， P = (0 ,1 ,1 ) ，显然 a,PG Vi U Vz ，但是 a + P 任 Fi + F2 • 
所以 h U h 不是一个子空间. 

方法、技巧与典型例题分析 

例1设 ai ，02，…， a » 是 n 维线性空间 F 的一组基， A 是一 n 
Xs 矩阵， 

(饵，择 ，…， [i )= ( ai ，02，… , cu ) A , 

证明 ： ，…， ft )的维数等于 A 的秩. 

证 设秩 ( A )= r ，不妨设 A 的前 r 列线性无关，并将 A 的前 r 
列分块为 Ai ，后 s . — _ r 列分块为土，则4= C 4 i )，秩 G 4 i )= 
秩 C 4)= r .因为 

(饵，择 ，…， [i )= ( ai ， 02 ，… , an ) A , 

所以 （译 ， 择，…，艮 ）=(cu ,02 ，… ， 0Ln )Al . 

设有 An + fe ft +…+ A ： 具 = 0 ， 则有 

h h 

kz kz 

(ai ,02 ,••• , a n ) A \ — —0 . 


Ur 


Ur 
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由秩 (a )= ；• 知，关于 fc ， fc ，…丄的方程组只有零解，故 H 
…，艮线性无关. 

任取 ft (产1，2，一，3)，再将4的第/列添在4 1 右边，构成 
矩阵技，则有 

( 译，择， … ，艮 ， ft- )= (on ， 02 ， … ， a„ )By . 

设有 h 氏~1 +/具 + ki ft = 0 ，则有 

ll ll 

h h 

(ai ,02 ,••• , a« )Bj — 0 ^^^Bj —0 , 

/r+ 1 /r+ 1 

由秩(找，「知，关于 & ，…，心,私的方程组有非零解.从而知择， 
…， m 线性相关，即 n … ，氐是 . Pi ，译，…，择的一个极大无 
关组.因而 

dimL((3i ,[i)= r. 

例 2 设 h ， F 2 都是线性空间 F 的子空间，且 F : ，证 明： 
若 h 与 F 2 的维数相等，则 Vi = V 2 . 

证设 h 的维数为 r ， 若/ •=() ，则 h 与 h 都是零空间，显然 
相等.当 r 尹0时，任取 Fi 的一组基 ai ， os ，…， ct r ，由于 Fi 与 h 
维数相等，故 m ，《2，•••，&也是 h 的一组基，所以 h 中任一向量 
均可由 ai ，02，•••， a r 线性表出，而 ai ,02，•- - , a r 的任一线性组合 
也是 Fi 中的向量，于是 Vi = Vz . 

例3设 A6〆 " 

(1) 证明 ： 全体与 A 可交换的矩阵组成 P "/" 的一个子空间 
C ⑷； 

(2) 当 A =£ 时，求出 CCA )； 

1 0 0 ••• 0 

(3) 当 A = ^ 2 ° … °时，求 CU ) 的维数和一组 

• • • ••• • • • • • • 
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0 


0 


0 


n 



基 . 

证 （1 洇为 A ，£都可与 A 交换，所以 CU ) 非空.取 
6 CC 4) 和 A 6 P ， 则 

可交换 

(Ai + A2 ) A = A \ A~\~Az A AA \~\~ AAi = A (Ai + A2 )， 

(Ui ) A = k ( AiA )= k(AAi )= A(Mi ), 

即 A1 + A2 与 Me CG 4) ，故 CG 4) 为子 空间. 

(2) 当时，因为任何方阵都可与单位阵交换，故 C ( A ) 

_ jytX n 

(3) 能与所给矩阵 A 交换的矩阵只能是对角阵(见第四章第 
一节例5)，同时所有对角阵都可与 A 交换，故 C ( A ) 是 n 维的， 

， 忍 2，…是其一'组 基. 

10 0 

例 4设 A = 0 1 0，求户 X 3 中全体与 A 可交换的矩阵 
3 1 2 

所生成子空间的维数和一组基. 

解因为 

1 0 0 1 0 0 0 0 0 

A = 010=010 + 000= E+Ai , 

3 1 2 0 0 1 3 1 1 

所以，与 A 可交换的全体矩阵就是与1可交换的全体矩阵，即 
C ( A )= C(Ai ). 

a b c 

设 B = CB bi Cl 为一可与 A 交换矩阵.因为 

az h . ci 

0 0 0 
AB = 0 0 0 ， 

3 arr ax^az 3 b \ b \\ k . 3 c \ ci ~\~ c2 
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3c c c 
BA = 3 ci ci a 

L 3c2 CZ C2 」 


AB = BA . 

比较两端矩阵各元素可得 



fc + fc , 




GQ = fo， b\ = t2 ， k = U ， C2 = fc . 

于是 B= t \ B\~\~ tzB 2 ~\~ u B?> + 1\ B\ + fc B> . 

故 CG4) 的维数为 5 ，及， B，B ， 及， B 是一 组基： 



—1/3 

0 

0" 


"0 

—1/3 

0" 


-1/3 

0 

0" 

B \ = 

1 

0 

0 

, B -= 

0 

1 

0 

, B3 = 

0 

0 

0 


- 0 

0 

0- 


-0 

0 

0- 


-1 

0 

0- 



"0 

—1/3 

0" 


"1 

1/3 0" 

B \ = 

0 

0 

0 

, R = 

0 

0 0 


-0 

1 

0- 


-0 

0 1- 


例 5 若 a a~\~cz P~hc5 7=0 ， 且 aa9^0 ，证明 : L(a,(3)=L(P,y). 
证由 cicsT^O 知，(：17^0,03#0，故由题设可得（^= — ~ P 

ci 


—@■7,即 c (可由 P ，7 线性 表出； 又7=(— IP， 即7可由 a，P 

Cl C3 C3 

线性表出.从而知 C(，P 可由 P，7 线性表出 ，P，7 可由 a ，(3线性表 
出，故 《，P 与卩，7等价，于是 

L(a,P)=L(P,7). 

例 6 在户中 ，求由向量 a (;'=1，2,3,4)生成的子空间的 
基与维数.设 


( 1 ) 


ai = (2 ，1 ，3 ，1 ) ， 

ai 

= (2 ，1，3，一 1) ， 

02 = (1,2 ,0 ，1)， 

02 

(2) 

03 

= (―1，1， 一 3，1)， 

03 = (―1，1，一3，0)， 

= (4 ，5，3，一 1) ， 

a4 = (1 ，1，1，1 ) ; 

0.4 

= (1 ，5 ，一 3，1) • 
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解用矩阵的初等行(列)变换求出基与维数. 

(1) 以 cn ，02，03 ， a 4 为列作矩阵，并作初等行变换，得 


2 1 


A= 



-3 

0 




1 


0 

0 


0 

--1 


10 0 " 

0 0 0 

— B , 

0 3 1 
0 2 0 - 


知 ai ，02， o ：4 线性无关，是 L(ca ，02，03， a 4 )的一组基，维数为3 . 
(2) 以 m ,02 ，03， a 4 作列矩阵，并作初等行变换 



4 


-1 


一 3 


1」 


0 1 

0 0 

0 0 

一 1 1 



0 

0 



0 

0 = B ， 


知 ai ， 02 线性无关，是 L(ai ,02 ,os , a < )的一组基，维数为2 . 

例7 在户中，求由齐次方程组 

f 3xi~\~2x2 — 5x3~r 4x4=0 , 

3xi — %2~\~ Sxs — 3%4 = 0 , 

3 XI + 5 %2 —13%3 + 11%4=0 
确定的解空间的基与维数. 

解 一组基础解系即解空间一组基，系数矩阵的秩即解空间 
的维数.因为 


"3 2 —5 4 " 


"1 

0 

1/9 

一 2/9 - 

3 一 1 

3 -3 

\ 

0 

1 

一 8/9 

7/3 

-3 5 

-13 11- 


-0 

0 

0 

0 - 


故解空间是2维的 ，一 组基为 
. X A . 


9 '3 


，1，0 


1 1_ 


, 0,1 


例8求由向量《生成的子空间与由向量 P 生成的子空间的 
交的基和维数. 
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ai 

= (1,2 ,1,0), 

ft = (2 ，一 1,0,1), 

(1) 

02 

=( 一 1,1,1,1)， 

ft = ( l ，一 l ，3，7); 

(2) 

ai 

= (1，1，0 ,0), 

(i = (0,0 ,1,1), 

02 

=(1,0 ,1,1)， 

ft = (0， l ， l ，0); 


ai 

=(1，2 ，一 1，一2) ， 

(i = (2，5 ，一6 ，一5)， 

(3) 

02 

= (3，1，1，1), 

择= (一1 ，2 ，一 7，3) • 


os 

=( 一 1,0，1，一 l )， 

解 

设 

aGFi fl Vz ，则有 a = 

xi a\ ~\~ X2 ai = 一 y\ [i " 


xi a\~\~ X 2 02 ~\~ y\ [i H - j2 [i — 0 . 


ai ， 02 ，， ft 代人，得 



xi — X 2 -r 2 yi~r y 2 = 

=0, 

xi — 

J2 , 

x\ H - X 2 — yi 一 ji - 

= 0 , 

解得 

X2 = 

—4j2 ， 

XI 1 X2 +3y2- 

=0, 

yi — 

_ 3 J2 , 

X2~r yi~r7 y2 = 

=0, 

J2 — 

y 2 ， 


所以 ，产 y2 (—5，2，3 ,4 ).BP ViHVz 是一维的，（一 5，2，3，4) 是其 
一组基. 

(2) 将 ai ，02，( J，(i 代人，得 

X\ + X2 

XI + J2 

X2~\~ y\-\~ J2 
X2 + y\ 

知是零空间. 

(3 ) 将 ai ， Q 2，[ i 代人，得 


0 ， 

xi - 

= 0, 

0, … 

X2 = 

= 0, 

解得 



0, 

J\ - 

=0, 

0, 

J2 - 

=0, 


x\~r?>X2 一 xz\2y\ — y2 — 0 , 
2 + %2 + 5 yi + 2 y2 — 0 , 

— xi ~r X 2 ~r xs — 6 yi — 7 y2 — 0 , 

一 2xi~\~ X2 一 X3 一 5yi — 3 — 0 , 


解得 


xi = 3 yi , 

X2 = — y\ , 
xs — — 2yi , 
yi = y\ ^ 

J 2=0 , 
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知 w n f 2 是一维的，择是其一组基. 

例9设 Fi 与 h 分别是齐次方程组 

J %1 + %2 + •••+A；n = 0 , 

匕 XI — X2 = •••= Xn 

的解空间， 证明： 尸=1 ^㊉ h . 

证因为 P " 的任一向量1=(幻，%2，…， h 河分解为 


X = (%1 — ( ，％2 —“••• , A；n — 0+ t(l ，1 ，…，1 ) • 


取 


尸丄 （ ％1 + + •••+) ， 

n 


贝 1 J (^1 — 0+***+ (Xn —t)=0 , 

从而 （％1 — —(， …，，而 K 1，1，•••，1 F 2 ，故 

F=Vi + V 2 . 

又可由 H + %2 + •••+ Xn=0 xi = X2 = •••= Xn 解得 Xl = X2 

= —=h = 0 ，即 Fl n F 2=0 成立，故 ㊉ F 2 • 

例 10 证 明:若 ㊉ h 乂二〜 ㊉ 〜 ， 则 
V = Vn@Vi2@V2 . 

证 F = Fll + Fl 2 + F 2 是显 然的. 

再设 aii + ai2 + 02 — 0 ，式中 an G Fn , an G F12 ， 02 e F2 ，则由 
(an H - ai2 ) _ h os = 0 及 F = Fi ㊉ F2 可得 》11 + 012 = 0,02 = 0 •又由 
Fi = Fii ㊉ Fi2 得 cm = 0 ， cm = 0 .从而 V = Vn®Vi2®V2 . 

例 11 证明 : 每一个〃维线性空间都可以表成〃个一维子空 
间的直和. 

证设 ca ，02，… ， o :„ 是 n 维空间 F 的一组基，则 L ( ai ) ( i = 
1,2,...， n ) 都是 F 的一维子空间，且 

L(a\ )+ L(a 2 )+•••+ _L( a n )= L(ai , 02 ,••• , a« )— V . 

又 dimL(ai )+ dim L(az )+• • •+ dimL ( a « )= n = dim (F ) ， 
所以 ) ㊉ [(os ) ㊉ … ㊉ ) • 


s 

例 12 证 明：和 ^ K 是直和的充分必要条件是 

t'= 1 
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i-l 

v.D 2 ^={0} “=2，"d). 

j =1 

证充分性设 Fl，F2，•••，!/, 都是空间 F 的子空间，又设 

i~l 

v. n YjVj = {o}, 

y =1 

ca + 02 + •••+a s = 0 (ak^Vk ,A:=1 ,2 ,••• ,5), 

i-i 

贝 lj ai = — ai — ••• — ai-i — a^+i — … 一 as G Ft D Vj = {0}. 

； =1 

s 

从而 a, = 0 ( i=l ,2 ，•-- d), 即 F,_ 是直和. 

i= 1 

s i~l 

必要性设 E F, 是直和，而 aGF.n 2 V^K 

i= 1 j= 1 

a— ai + • • •+ ou-i + ai +1 + • • • + as- G Fi , 

于是 ai + • • • + at-i + ( — a) + a t -+i + •••+ c^ = 0 . 

因为 F,_ 是直和，所以 a =0, 即 F,n ^={0}. 

i = 1 j 參 i 

例 13 在给定了空间直角坐标系的三维空间中，所有自原点 
引出的向量添上零向量构成一个三维线性空间 R 3 . 

(1) 问所有终点都在一个平面上的向量是否为子 空间； 

(2) 设有过原点的三条直线，这三条直线上的全部向量分别 
成为三个子空间 ii，i2，L) .问 L \ + L2 , Li + 7,2 + /,3能构成哪些 
类型的子空间，试全部列举出来. 

(3) 用几何空间的例子来说 明:若 f/，F ,J,F 是子空间，满足 
f/+F=Z，Z2：F， 是否一定有 F=Fnf/+：FnF? 

解 （1) 当终点所在平面过原点时，所有向量构成一个二维 
子空间.不过原点的平面不包含零向量，不构成子空间. 

(2) 对于 h + i 2 ，若两直线重合，是一维子空间;若两直线不 
重合，是二维子空间. 

对于 Li + Lz + Ls ，若三直线重合，是一维子空间;若三直线不 
在同一平面上，是三维子空间;若三直线在同一平面上，但不重合， 
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构成二维子空间. 

(3) 设 A ， fc 为过原点的两条直线，在直线上的全体向量分别 
构成一维子空间 t / 与 F ，则 Z = U @ V 为二维子空间.若设 fc 为过 
原点且在 A ，&所决定平面上任一条不与重合的直线，令 fc 
上全体向量构成的一维子空间为 F ，则 Y ^ X ，且 FH t/=FH F = 
0,于是 F ^( Fnt /)@( FnF ). 

例 14 设 /(% i ，%2，…，％» )是一秩为 ra 的二次型，证明 :存在 

R " 的一个 f U — U | )维子空间 h (其中 s 为符号差数，使对任一 


C XI ，无2，••• ，欠 n ) eF ! ，有 /(xi 9 X 2 ，… 9 Xn )—0). 

证因为 / 为二次型，不妨设正惯性指数为，负惯性指数为 
g ， 则 \ p~q 卜<5，/>+9=^1，且存在可逆阵 C ， 产 Cx ， 使 

r — 2丄丄 2 2 2 

/ — yin ry P 一 y P +i —… — y / H ■” 


并有 


1 

0 


令& 



|^| )= P 
乙 q 


Cp 〈 q ) ， 

(p^q) . 


p 个 


0 

1 


，£2 = 


0 

0 


0 

0 


p 个 … 

1 

，…， e P = 0 


p 个 


0 


1 


q 个 q 个 

0 0 



0 


则 & A ，••• 显然线性无关.用上面的（:作方程组 Cx = e t ( i = 
1，2，…，/ >) ，分另 lj 求出解 ai ，02，…，％ .作线性组合 
h (Cai )+ h ( Ca 2 )+ … +4 ( Ca P )—0 , 

BP A ei + £2 + … 一 h lb = 0 ， 

从而知 Zi = = —=& = ()， 因此 ca ，( X 2，•••，〜 线性无关. 
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任取 Jtb G L ( ai ,02 ， … ， a P ) ， 将 X 。 = fc ai + fe 02 + … + A: P cx；> 代 
人 y = Cx ，经整理得 

jo = ( fa ， …， ， fo ，•••，0，•••，0) ， 

故 /= Ax。= 0 •知维子空间 L ( ai ， 02 ，…， a P )即为所求 Fi • 

/ >>9 情形类似可证. 

例 15 设 h 是线性空间 F 的两个非平凡子空间.证 明： 
在 y 中存在 a ，使 a $ Fi，a $ F2 同时成立 . 

证因为 Fi 是非平凡子空间，所以存在 a $ Fi . 若 a $ 
y 2 ，则命题 得证; 若士 h ，另有 p $ ，此时若 p e a ，命题也得 
证•设 Pe Fi ，则 a $ Fi , aG V2 V \，P $ F2 . 

考虑 orhPeFi ，由，从而得出矛盾，所以 a+ P 
.类似可证 a+P$F2 .于是命题成立. 

例 16 设 h ，…， K 是线性空间 F 的非平凡子空间.证 
明： F 中至少有一个向量不属于 h ，…， R 中任何一个. 

证用数学归纳法证. 

尸2时，即例15情形，已经证明. 

设 s = k 时命题 成立. 

对于 A：+l ，设 Fi，F 2 ，…为 F 的非平凡子空间，由 s 
= A： 时命题成立知，至少有一 cx 不属于 h ，•••，〜中任何一个. 
下面用反证法证命题成立. 

若 cc $ Wi ，则命题成立;若 a ^ Vk + i ，则取 P $ F&+1 ，作向量 
组 

a+ (3,2 a+ P ,• • • , ( kr\~ 1) a+ P , ① 

式①中必有一个向量不属于 Fl，F2 ，…， h 中的任何一个.否则， 
式中一定有两个向量同属某一 ，从而两向量差 

ma (0^ \ m 也属于，这与 cc $ 矛盾. 

设式①中向量 7= Za+ P 不属于 V"i,••• , Vk 中任何一个， 
则因为 o: $ Vk+i , PG V k+i 7 ，知 7 不属于 ， F2 ，…， 

Vk , Vk + i 中任何一个. 
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例 17 设 Ft 与 h 是 n 维线性空间 F 的两个子空间，且 
dim (Fi + V2 )—dim (Vi D V2 )+1 •证明 : F1GF2 或 Vz^Vi . 

证 因为 dim V 1 + dim ¥2 = dim (Fi ~ hV2 )+dim (Vi D F2 ) ，贝 Ij 
由题设得 dimFi + dimF2 = 2 dim (Vi D F2 )+1 •显然， 

dim (Fi D V2 ) GdimFi ， dim ( V 1 D V2 )^ dimF2 . 

当不等式严格时，有 

dim ( V 1 fl V2 )+ l^dimFi , dim ( V 1 D V2 )+ l ^ dimF2 . 

故有 2 dim (Fi D V2 )+ 2 ^dim V 1 + dim V 2 ，与前面结果矛盾.因此， 
或者 dim (Fi D V2 )= dimFi ，或者 dim (Fi D V2 )= dimh ， 即 Vi D 
F 2= Fl 或 Fl r \ V 2 = V 2 ，故命题 成立. 

例 18 设 Vi = { AeMn ( K ) \ A r = A } , V 2 = {Ae Mn ( K ) \ A r = 
- A } ，证明 : Mn ( K )= Vi @ V 2 . 

证 Fl 9 V 2 显然是 Mn ( K ) 的子空间.设 A e (iO JlU = B 

+ (：， 式中 B = + U + A ’）， C = i ( A — A ’）. 因为 B = B , C / =- C , 

所以 B ^ iVi ，Ce V2 ，于是 Mn ( K )= Vi ~ hV 2 . 

若 i 4 e Fl n F2 ，贝 u /且 i 4= — A 1 ，所以 A = A I= — A =^2 A 

=0,因此 Fi flF 2 = 0， U ) = Fi ㊉ F2 • 

证明 7=^ ㊉ F 2 ，一 种是直接从定 义证; 另一种先验证 F = 
F1 + F2 ，再验算 dimF = dimFi + dimF 2 ，(要求 Fi ， F 2 的维数易于 
求得）. 

第五节线性空间的同构 

主要内容 

1 .定义 设 F 与 F ' 是数域 P 上的两个线性空间，若存在由 
F 到 F ' 的双射 cj ， 满足： 

( 1 ) a( a+ P)= a( a )+ a( P) , 
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(2 ) o(ka )= ko( a) , 

式中 a,P6F，A:6 P; 则 tj 称为同构映射， F 与 F' 称为同构的，记为 
V—V'. 

数域 P 上任一个《维线性空间都与 P n 同构. 

2 . 同构映射具有以下基本 性质： 

(1) cj(0)=0 ， tj( 一 a)= — a(a). 

(2) a(fc m fc os + ••• + ar ) = A:i (J( ai ) + fc o( 02 )+•.. 
+ kra ( a r ). 

(3) F 中向量组 ai，oz，••• ，&线性相关的充分必要条件是它 
们的像 tJ(cu )，tj(ct2 ) ，… ，c(a r )线性相关. 

(4) 若是 F 的一个线性子空间，则 h 在 cj 下的像集合 
a(Fi )={a(a) |«6^}是 a(F ) 的子空间，且与 a(Fi ) 维数相 

同. 

(5) 同构映射的逆映射以及两个同构映射的乘积仍是同构映 
射. 

3. 定理数域 P 上两个有限维线性空间同构的充分必要条 
件是它们有相同的维数. 


疑难解析 

当尤表示数域 P 上_切线性空间集合时，为什么说同构关系 
2是X的等价关系？ 

答因为，对任意的 h， f 2 ， f 3 e z ，都有： 

(1) 反身性 Fi^Fi ;只要令 a:a 卜 a， V a6Fi . 

(2) 对称性若 Fi—F2， cj 是 h 与 h 的同构映射，则 c 的逆 
映射就是 F 2 与 h 的同构映射，即 V2—V1 . 

(3) 传递性若 h —V2 ,¥2 —Vs ，令 a 分别是 F ! 与 F 2 ， 
F 2 与 Fs 的同构映射，则是 Fi 与 Fs 的同构映射，即有 Fi — 
Fs . 
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方法、技巧与典型例题分析 


例1 证明 :实数 域作为它自身上的线性空间与由全体正实 
数 R : ，加法 cQ ) b = ab ，数乘/构成的线性空间同构. 

证 由第二节例2 (8) 已知，全体正实数 R + 对加法 ( Bb = ab , 
Wm ka = a k 构成实数域上的线性空间.因为它们都是实数域上的 
一维线性空间，所以同构. 

例2 证明 :复数 域上的二阶方阵的集合她 （ O 作为实数域 
户上的线性空间与 P <8) 同构. 

证 容易验证向量组 

1 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 ' 0 0 ' 1 0 ' 0 1 

i 0 0 i 0 0 0 0 

0 0 ' 0 0 ' f 0 ' 0 i 

是 M ( C ) 的一组基，由此知 M ( o 是8维向量空间.而尸 (81 也是8 
维线性空间，所以它们同构. 

例 3 证明： 凡*]与它的真子空间同构. 

证作尸。匕] 是一切 P 上常数项为零的多项式构成的线性 
空间 ， ft [%]是 P [ x ] 的真子空间. 

作 a :/(»;) 卜欠 /( a ;) •当 /(%)# 〆 ;《)时，％/(%)尹;故 cj 
是单身寸.又对任取 M % )6 尸。[*]，都有 / j (%) = xfc (% ) ，式中 hi ( x ) 
e />[*]，所以 a 是满射. 

可以验证，对任意/(%)， 〆 ％ )6/^[ x ] ，都有 

a (/( x)~h g ( x ))= x (/( x)~h g ( x ))= a ( f ( x))~h a ( g ( x )) , 
a ( kf ( x ))= x ( kf ( x ))= k ( xf ( x ))= ka ( f ( x )), 

从而 P [*]— Po [*]. 
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第七章线性变换 


线性变换的概念就是线性函数的发展和一般化.本章在了解 
线性变换定义、性质和运算的基础上讨论线性变换与子空间的关 
系，强调不变子空间及导出线性变换在分解化简线性变换方面的 
作用与意义，研究线性变换的矩阵、特征值与特征向量等问题. 

第一节线性变换的定义与运算 

主要内容 

1 .定义1设线性空间 F 的一个变换，若对于 F 中任意 
元素和数域 P 中任意数 A ，都有 

^a+P)=^a)+^(3) , ^ka )= k^a). 

则^为 F 的一个线性变换. 

or^ka ,aG V 称由 A : 决定的数乘变换. 

坎 cO = a ， ae F ，称为恒等变换(单位变换）. 

汊 co = o ， cxevs 称为零变换. 

2 .线性变换有以下简单 性质： 

(1) 设^是 F 的线性变换，则 ^0)=0^ — a )= —^ a ). 

(2) 线性变换保持线性组合与线性关系式不变， S 卩:若 

kl CG + fc 02 + •••+ krOLr ， 

则 JP ) = )+灸2-^0^2 )+ … + ); 

若 k \ ai + fe 02 + • • •+ A：r a r — 0 , 

贝 il fajca )+fejos )+ … + )=0 . 

(3) 线性变换把线性相关的向量组变成线性相关的向量组. 
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3 .定义 2 设是线性空间 P 的两个线性变换，它们的乘 
积 & 徽也是线性变换，有 

( a)= a) ) , aG V . 

乘法满足结 合律： . 

乘法一般不满足交换律. 

4 .定义3 设是线性空间 P 的两个线性变换，它们的和 
也是线性变换，有 

屬 （ a)= JcO+jP) ， aG V . 

加法满足交换律 : nii 
加法满足结合律 : i (il 
加法满足分 配律： 

且有 -^^ a ) ,^r {~^=( 9 . 

5 .定义 4 数域 P 中数 A 与线性变换 的数量乘法为 
数量乘法满足 

(kl)^= A:(L^ , ( k~\~ lk^r 
K 著娜 U 

线性空间 F 上全体线性变换对于4、 5 中定义的加法与数量 
乘法构成数域 P 上的一个线性空间. 

6 .定义5 若有 F 的变换存在，使得对于 F 的变换 

冢则称 M } 。喊勺 逆变换 ，记为I 1 .若线性变换^ 
可逆的，则I 1 也是线性变换. 

7 . 为 。痛 n 次幕 ，记为 . 令有 

n 

T = ^ n , m , n > 0 . 

^s~ n= (^^ -1 y ? 7iG n h . 

f (^— Om^ 1 Chn-\ 1 + … + O ) 篆 是 一 ^线性变换，称为线 

性变换_多项式. 

在 P[ a ;] 中 ，若 h ( x )= f ( x )-\- g ( x ) 9 p ( x )= f ( x ) g ( x ). 
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则 h (^= /(^#+ /(^ . 

8 .设 《 是几何空间中一固定的非零向量，把每个向量《变到 
它在《上的内射影的变换是线性变换，记为 

IL(D=f^a. 

(cx ， a) 

设 a ， 卩为空间的两个向量，则 cx ， 卩相互垂直的充分必要条件 
是 IL • Ik =^. 


疑难解析 

线性变换 与一般 的映射有什么不同？ 

答 函数、映射与变换都是一类对应关系的反映，它们是同一 
概念.习惯上，把数学分析中变量之间的对应关系称为函数， w = 
/( Z ) 反映在确定的对应法则下，集合 G 中的数 Z 与集合 G ' 中数 
w 的对应关系;在几何中，把两个点集之间的对应关系称为映射， 
w =/( z ) 反映 z 平面上一■个点集 G 与 w 平面上一■个点集 G 的对 
应关系;在代数中，把变量之间的对应关系称为变换 ， w = /( z ) 反 
映集合 G 的元素 z 到集合 ( T 的元素 W 的对应关系. 

在线性代数里，将线性空间 F 到自身的一种特定映射称为线 
性变换.即线性变换是线性空间到自身(而不是其他空间）的映射， 
它保持向量的加法与数量乘法，即对任意46 P ， 有 
^a+ P)=^a)+^P) , ^ka )= h,^a). 

方法、技巧与典型例题分析 

熟悉线性变换的定义与性质，能够判断所给变换是否线性.掌 
握线性变换的运算，熟练运用运算性质讨论有关命题. 

例 1证 明:若 ％是线性变换， ca ，02，…， a s 是一组线性相关 
的向量，贝 1 j jai ) ， Jos ) ，…)也是一组线性相关的向量. 

证 因为存在不全为零的数 Ai ， fc ，…， fc ，使 
h ai + fc os + • • • + fc a s = 0 , 
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所以 Jfa CQ +fe 02 +… + fca ., ， 

即 )+fejos )+ … + )=0 ， 

故 jai ) ，^ ^02 ) ，…，^ ^as ) 线性 相关. 

但是，由 ^ai ) ^02 ) ，…)线性相关不能得出 ai ，02， 
…， cx , 线性相关.如零变换可以把线性无关的向量都变为0,而零 
向量是线性相关的. 

由例1还可得出 

秩 (jca ) ，^02 ) ， … ， )) 《秩 （ca ,02 ,••• , a« ). 

例 2 判别下面所定义的变换哪些是线性的，哪些不是？ 

(1) 在线性空间 f 中5+ a ，其中 o：e f 是一^固定的向 
量； 

(2) 在线性空间 y 中， j 5)= a ， 其中 cxey 是一固定的 向量; 

(3) 在户中 ，乂 , X 2 9 X 3 )— (xi , X 2~\~ X 3 , %3 )； 

( 4 ) 在 户 中 ，％ 2 ，％ 3 )=(2 xi — XZ , XZ ~\~ X 3 ,%3 )； 

(5) 在 P [>] 中 ， j / U ))=/ U + l ); 

(6) 在中 ，^4 / u ))=/ u 。）， 其中是固定 的数； 

(7) 把复数域看作复数域上的线性空间 ,^)= t ； 

(8) 在 〆 "中，其中 B ， cep "\ "是两个固定的 
矩阵. 

解 （1) 当 a =0 时显然是线性变换. 

当 av ^ O 时，因为 ^ S )= & + & + a ，而 J 色 ）+jS )= 
£ + 5? + 2 o ; ，所以』[& + 5? )+ 46 ? ) ，故是线性变 

换. 

(2) 当《=0时，1系显然是线性变换. 

当 0 ；尹 0 时，因为 ^& )= a ， 而 )+^?2 )=2 a ， 所以 

乂& + S )六篇& )+) ，故是 F 的线性变换. 

(3) 不是•因为，若取 (》 ，脱，泊 ）=(1 ，0，0)，则 ^42(1,0 ,0)) 
=，0，0 )= (4 ，0，0 ) ，而2^1,0,0 )=2(1,0,0)= (2,0 ，0 ) ，即 
^ k(xi xz X 3 ) )^ k^xi , X2 , X3 ). 
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(4 ) 是•对 (％1 ，%2，%3 ) ,(yi , J 2 , J 3 ) ，可以验证 

^Xl jX2 ,%3 )+^yi ,J2 ?J3 )—+ J1 ,%2 + J2 , %3 + J3 ), 

,%2 ,%3 ) = HCX1 ， / CX2 ， kX3 )= /dxi 9 X2 9 X3 ). 

(5 ) 是•对 fix ) 9 g ( x )^ P [ x ]， 若 h ( x )= f g ( x ) , q ( x ) 

= A :/ U )， 则 

h ( x~\~l )—/(%+ l )+ g { x ~\~ \ ) , q ( x~\~l ) = kf ) , 

从而 ^ f g ( x ))=^ h ( x ))= h ( x ~\~ l ) 

=/( x~\~l )+ g ( %+ 1) 

^kf ( x )) = ^ q ( x )) = kf ( x ~\~ l ) = k^f ( x )). 

(6) 是•对任意 /(%)e P [%]， 有 

g ( x ))= f(xo )+ g(%o )=^f ( x ))- h ^ g ( x )) 9 
^ kf ( x ))= kf ( xo )= LAf ( x )). 

(7) 不是•因为，若取 5=1， A = i ，贝 I ] 

)= k ^=——i ， 

而 A ^5)= A :$= i ， 所以 

扇安 ) 关 LA$). 

(8) 是.因为， VX ， W ， 

^Xi+X2 )=B(Xi+X2 )C= BXi C+ BXi C=^Xi )+^X 2 ) , 
^kX)=BaX )C= k(BXC)= LAX、. 

例 3 在几何空间中，取正交坐标系 0 ，以示将空间 
绕0%轴由 Oy 向 Oz 方向旋转90°的变换，以 f 表示绕 Oy 轴由 
Oz 向0%方向旋转90°的变换，以 F 表示绕 Oz 轴由 Ox 向 0 y 方 
向旋转90°的变换.证 明： 

并检验 umf 廣 是否 成立. 

证任取一向量 a = (% ， y ， z ) ，由题设， 

^ Aql )= (x j ~ z ， y ) ， ^ ( a )= O ，一 y ，一 z ) ， 

^ ( a )= (x , 2 ，一 y ) ， ^ ( a )— (x 9 y 9 z )； 
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Moi)= (z ， y ，一％) ， ^(a)= ( — a ;， y ，一 2 :) ， 
^(a)= (~z 9 y 9 x ) 9 ^(a)=(x 9 y 9 z )； 

^(a)= (~y 9 x 9 z) 9 曾 (a)= (~x ,—y ,z), 
^ (a)= (y ^~x ,z) , ^ (a)= (x 9 y 9 z ). 

所以 ^ = .^=^ = W . 

由 j 屬 0=^^， y ，一％)= (2 ，％ ， y ) ， 

而 d 邊 ，一 2 :， y ) = ( y ，一2：，一％) • 


所以 




又 屬、 ql = 』 ( y ^ a )=^ ( ~x 9 y 9 ~ z )= (~x , ~y 9 z ), 

而 、免』 ) a = ^ a )=^( x ，一 y ，一 (~ x ，一； y ，2) • 

所以 J . 

例 4 在 f ( x ))=/( x ) /(%))= %/(%)， 证 

证 因为 

(^^)/( x ) = ^^ r ( x)) = ^x f ( x )) = [%/(%)]’ 

= f ( x )-\~ xf ! ( x )) 

— ^(/( x ))+ x ))— , 

所以 

例 5 设是线性变换，若系证明 

= k^~ l ,fc>l . 

证 对 A 使用数学归纳法进行证明. 

当1时 J =家，命题 成立. 

设对 A : 命题成立，即有 ^^~^4 = h^~ l . 

对 k +1 ，因为 


:jum- 




= j +( 

=1 • ( kr\~ 1 , 

所以命题也成立.从而对任何正整数都成立. 

例 6证明 :可逆 变换是双射. 


• 295 • 



证设4是可逆变换， I 1 是其逆变换. 

V 专辛 T ] ，必有5)尹^^ I ).否则，设 』^邑) = ) ，两端左乘 
^ 1 ，得与所设矛盾. 

又 V T )6 F ，必有专使得 ^ 4 ?)= rj ， 这只需令 ^ -1 ( T ))= 专即 
可. 

从而知^ ^是 1 -1 的和映上的，所以是双射. 

例7设是线性变换， i 厲 证明： 

(1) 若 ( i 屬 2 = i 屬则 jW =&\ 

(2) 若 jW = ^则 

证 （1 洇为 ( i 屬 2 = j =._ l 名所以 f 

次即 

所以 ^ m =&. 

( 2 ) <^rJ8-^ 



例 8 设 F 是数域 P 上维线性空间.证 明：由 F 的全体线 
性变换组成的线性空间是 n 2 维的. 

证用 见表示 F 的全体线性变换作成的线性空间，则 1T 与 
同构.由于 P*/" 是 n 2 维的，而同构的线性空间维数相同，故 
疋是 n 2 维的. 

例9 设数域/ 1 上《维空间 F 的一个线性变换，证 明： 

(1) 在凡％]中有次数小于或小于¥的多项式，使 

(2) 若/(4=次^^=巧，则 U= 次这里办％)是/(幻与 
〆％)的最大公因式； 

(3) •逆的充分必要条件是，有一常数项不为零的多项式 
/(*)使/(4=汊 
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证 （1) 数域 P 上 n 维空间 F 的线性变换组成的空间是 m 2 
维的，从而 n+l 个线性变换 W 2 ,J- X ，- ，％篆必线性相关，所 
以有不全为零的数 W W - i ，…， a ， a ，使 

an + an-\^ 1 + •••+ ax^r wW = (^ ) . 

故令 / (x )— On 2 X n + dn-\ x n _1 + •••+ ca X~\~ O ), 

则由仏 2 jOn 2 -\ ，…， CQ ，0) 不全为零知， 3(/( A ；) )<打 2 ，即在 P [%] 中 
有一次数的多项式 / u )， 使 /( J = 汊 

(2) 由最大公因式定义知，存在 uU )， i ； U )， 使 

d(x)— u(x)f(x)~rv(x)g(x ). 

因为 / gLA=(% 

所以 dC^^ = f (^^ H - v 

(3) 充分性设 

f (x) = OmX mJ r am-\ x m 1 + •••+ ca x~\~ cd (ao 9^0 ), 

而 /( J = 次则 

+ 1 +•••+ — 0)篆， 

即 一丄（心^^十 Om - l ^ l_2 + … + OI 篆， 

O ) 

从而知逆. 

必要性由题 （1) 知在 P [%] 中存在一次数<〃 2 的多项式 
/ U )， 使 /( J = 汊故 

当 o ) 乒0时， / u ) 即为所求. 

当 0) = 0 时，必存在某0/ #0( 如不止一■个，则取 J 为最小的一 * 
个），得 

因为 j 可逆，用 ( i 厂 1 右乘上式两边，则有 

On ^ J ~\~On Z ~l ^ 1 ] 1 + …+ a /罗 = 次 

令 f(%) = On 2 X n J ~\~ On 2 -1 X n 1 :+…+^^此 /( A ；) 即为 所求. 

例 10 在她 （ P 沖，设线性变换 
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a o 
c d 


-1 


a 




c 


d 


Xa 

0 


0 

\ J-d 


解 对任意的 ^ eM 2 ( P )， 有 

c a 


^ ^ a b ^ a b , _ a 

C ^#! - 屬 = 』 

c d c d c 


d 


a b 
c d 
cr\~b 
c ~\~ d 


1 1 + Xa 0 

1 — 1 0 Xd 

a—b + 入 a 0 
c 一 d 0 \d 


( X ~\~ 1 ) cr \~ b a — b 



c + d 

( M — 

1 ) d~\~c ’ 

b 

a b 

Xa 

0 





d 

c d 

0 

Xd 

Xa 

0 1 

1 

Xa Xa 

0 

Xd 1 

-1 

l^-d —fMl 


例 11 设％ 及是 F 的线性变换，定义肩证 
明 : 对任意 义篇爹 7 以下等式成立，即 

([^4周，約+ ([屬约，^4)=汊 
证由题设定义可得 

(隊為 {^ AJS\WVr ( SJ8^M 
= (KU ， J)+ om-^SA^ 

= 饭金务 ^Vr om-JMW 



=◎• 

例 12 设 ，£2 ，…，是 ri 维空间 y 的一组基， ^ 是 F 上的 
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线性变换.证明 : JST 逆当且仅当^£1 )， jeo , … ，永 ) 线性无 

关. 

证必要性设 J 可逆，则 I 1 存在，且 I 1 也是 F 的线性 
变换.若 ) ，篇 e ^ e „ )线性相关，则 ), 
^ -1 ( U 即&，£2 ,•••,£„ 也线性相关，与题设矛 

盾.故 ^ ) ， je ) ，…， je „) 线性无关. 

充分性若^£1 ) ^£2 ) ，…,^£„ )线性无关，则它也是 F 的 
一组基，则 V aeF ，存在 ，fc ，… ， L ，使 

a= h )~\~k (^7§2 )+ …+ An ( 。邊 》 ) 

= a + Azes + ••• + A ： n£n )=^ a). 

从而知 扇 V 的满射变换.若又有 

(3= h a + h £2 + •••+ Lzn , ^P)= ai , 

即 ^ P )= fa^£l )+ fc ^ e 2 )H - h kn^Zn ), 

则因 ^£i )) ，… ) 是 , —•组基，故 Z ; = A ; ，即 a = P ， 所以 J 
是单射变换.综合知^可逆变换. 

第二节线性变换的矩阵 

主要内容 

1 •定理1设 s ， e ，…， &• 是线性空间 F 的一组基， m ，02， 
… ，(^ 是 F 中的任意 n 个向量，则存在唯一的线性变换 .mn 

)— ai ( i = 1 ?2 ,••• ,7i). 

2 .定义1设&，£2，… ，& 是数域 P 上 n 维线性空间 F 的一 
组基，％是 F 中的一个线性变换，基向量的像可以被基线性 表出： 

)— an £i I an £i + •••+ On\ z n , 

^€2 )= 0X2 £l + w.2 £2 + •••+ 0n2 £« , 


)— OXnZl^r ainZ2-\-CUmZn . 
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用矩阵表示为 

,£2 ,••• )= ^£2 ) ，••• 9 ^, £« )) 

~ ( & 9 £2 ,£n )A , 

an cn2 ••• axn 


,、 ， 02i az2 ••• azn 

式中 A = 


① 


dnl (M. … dnn 

矩阵 A 称为基 a ，£2 ，…， e „ 下的矩阵. 

3 .定理 2 设 a 斤，…， e „ 是数域 P 上 n 维线性空间 F 的一 
组基，在这组基下，每个线性变换按式①对应一个 《X «矩阵，这个 
对应具有以下性质： 

(1) 线性变换的和对应于矩阵 的和； 

(2) 线性变换的乘积对应于矩阵的 乘积； 

(3) 线性变换的数量乘积对应于矩阵的数量 乘积； 

(4) 可逆的线性变换与可逆矩阵对应，且逆变换对应于逆矩 
阵. 

4. 定理3设线性变换 j 在基 a ，£2，•••，£„下的矩阵是 A ，向 
量尽在基 ei ，£2，… ，&■下 的坐标是（奶，於，…，:《» ) ，则 45) 在基 
a ，£2，…，& ■ 下的坐标 ( yi ， j 2 ，•••，；)<■» )可以按公式 
(yi , yi ，…， ) = A(xi , X2 ,••• , Xn ) 

计算. 

5 .定理 4 设线性空间 F 中线性变换 i 在两组基 a ，…， 
e „ 和叩，今，…，7]„下的矩阵分别为 A 和 B ，从第一组基到第二组 
基的过渡矩阵为 X ，则 B=X AX . 

6 .定义2设 A，B 为数域 P 上两个 n 级矩阵，如果可以找到 
数域 P 上的 n 级可逆矩阵 X ，使得 B = f 1 AX ， 就说 A 相似于 B ， 
记为 A 〜 B . 

相似是矩阵之间的一种关系，具有 性质： 

(1) 反身性 A ~ A ； 
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(2) 对称性若 A 〜 B ， 则 B 〜 A ; 

(3) 传递性若 A 〜〜 C ， 则 A ~ C . 

7 .定理 5线性变换在不同基下所对应的矩阵是相 似的; 反 
之，若两个矩阵相似，则它们可看作同一线性变换在两组基下所对 
应的矩阵. 

矩阵的相似运算有如下 性质： 

若 B =X A X , R = X x AzX , 

贝 lj B +B = X — 1 (▲ + A2 ) X , BiB = ( A1A2 ) X . 

由此可知，若且 /( x ) 是数域 P 上的一个多项式，则有 
f ( B )= X ^ f ( A ) X . 

疑难解析 

怎样求线性变换 在一组 基下的矩阵？ 

答 （1 ) 用定义求.由定义1知，只要计算基向量& ， e ，•••，£„ 
的像 ) ， jez ) ，… ^[ e n ) 在基£ 1 ， es ，•••，£„上的坐标列，将其 
作为 A 的各列，形式地记为 

) ，••• ) )— ( £1 , £2 ,••• , )A . 

(2 ) 用公式 (ja ) ，…，減 &>))= ( a ， e ， …， &>)4求 _ 

( i ) 当 F 是 ri 数组列向量空间时，)， jeO , …， 
de „)) 与 （a， e ，… ， e „) 均可视作方阵，可按通常矩阵乘法进行.因 
为 （ a ，£2，….，& • 河逆，所以 

A = (a, £2, •••,£«) £2 ) ，…£» )). 

( ii ) 当 F 是任意的^维线性空间 F „ ( P ) 时，取定一组基后， 
為 的坐标列仍满足上述公式，仍可用 （ i ) 
所述方法进行.求得的 A 是线性变换 j 在基£1，£2，•••，£„上的方 
阵表示. 

(3 ) 用公式 y = Ax .因为，设线性变换 J 在基&，£ 2 ，…， £ n 下 
的方阵为 A ，若 = v^oi )，^= V ^ a 2 ) ，…，艮 =^ e n ) ，且已知 ai ， 
02 ，•••， 0 ；„ 和 (3 i ，[ i ，••• ，[i 在此基上的坐标列为 xi ， X ! ，…， x n ;_ yi ， 
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，…，，则 P ，= ^a ) (；'=1,2 ，•- - ， n ) 的坐标式为 y, = Axi ( i = 

1，2 ，…， n ) ，即 

(ji ,J2 , ,y„ )= (A(jd ) ,A(x! ) ，-" ,A(x» ))=A(jd ，-" ,Xn ). 

若 xi ， x ； ，…，线性无关，则得 

A= (yi ,y2 ，•-- ,y„ )(n , … ) 1 . 

方法、技巧与典型例题分析 

对于数域 P 上的线性空间 F , 当它的一组基取定之后，每个 
线性变换对应于一个 nX «矩阵.在不同的基下有不同的矩阵，这 
些矩阵是彼此相似的.因此，我们必须熟悉关于线性变换在给定基 
下的矩阵的定义与定理，能够求解线性变换在给定基下的表示矩 
阵和不同基之间的过渡矩阵. 

例1求下列线性变换在所指定基下的矩阵. 

(1 ) 在户中，求 ,X2 ,X3 )= (2 x 1 一 X2 ,X2~h X3 ,X1 ) 在基 

a = (1,0 ,0) ,£2= (0 J ,0),£3 = (0 ,0,1 )下的 矩阵； 

(2) [0;£ i ， £2] 是平面上一直角坐标系， ^ ^是平面上的向量对 
第一和第三象限角的平分线的垂直投影，戈是平面上的向量对 e 
的垂直投影，求％屬 i 在基&下的 矩阵； 

(3) 在空间 中，设变换 J 为 /(%)—/(*+1)—/(%). J 

在基 & = 1 - tU — 1 ) (;=1，2^-，《 — 1)下的矩 

i ! 

阵； 

(4) 六个函数 

£i = e cosoa ; ， £2 =e smbx , ^2 = xe cosbx , 

2 2 

ax • / _ X ax 7 _ X ax • i 

Qi = xe smbx , €s = ^ e cosoa; , £6= ^ e smbx 

的所有实系数线性组合构成实数域上一个六维线性空间，求微分 
变换逆在基 e . ( i = l ，2，."，6) 下的 矩阵； 

(5) 已知 P 5 中线性变换基 
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叩=(一1，1，1)，作=(1，0，一1)， 7 ) 3 = (0,1 J ) 


下的矩阵是 


0 


一 1 


0 

1 J 


求雇基 £1=(1 ,0，0)，£2=(0，1,0),£3=(0，0J) 下的 矩阵； 
(6) 在戶中定义 jn 下. 


’ j T)1 >=(—5,0,3), 

^ 7)2)= (0,-1 ,6), 其 f 
)= ( 一 5 ， 一1 ,9), 


t?i = (—1,0,2), 
t ]2 = (0，1，1), 

-邛 =(3, — 1,0). 


求廉基 & = (1，0，0)，£2=(0，1，0)， e =(0，0，1) 下的 矩阵； 
(7) 同题 (6 ) ，求, T }> , 7)3 下的矩阵. 

解 （1 ) 由定义得 

^£i ) = (2 ,0 , 1 ) , ^£2 )= ( — 1 ， 1 ， 0 )， ^£3 )= (0 ,1 , 0 ). 

因为任何三维向量在单位基下的坐标为其分量，所以 


， £ 2，£3 )~ (^1 ?£2 ,£3 ) 


一 1 0 


: (£1 ,£2 ,£3 )A . 


L 0 0 0 J 

A 即为所求. 

(2)由题设知，£1 = (1，0)，£ 2 =(0，1)，而 

)~ £2 )— £l ~\~ E2 9 


故 j 在基£!，&下的矩阵为 A= 


1/2 1/2 


1/2 1/2 

又戈 ei )=0=0 £1+0 £2，沒 £2 ) = £2 = 0£l+l£2 ， 故基 £1 ， 
0 0 


下的矩阵为 


0 


故在基£1，£2下的矩阵为 

1/2 1/2 0 0 0 1/2 


AB = 


1/2 1/2 0 1 ~ 0 1/2 * 
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(3) 由 I 义可得 

)=1— 1 = 0 , )=^x)= (%+l) —A；=£D , 

" 、— L x(X 一 1 ) — (x~\~l )x x(X — 1 ) — 

^£2 ) — ^ 2 j — 2 — 2 — x — a ，“ 

Zi )— Zi—1 9 • • • 9 )— £n—2 . 

所以由此得到 J 在基 s A ， … ah 下的矩阵为 

0 1 0 … 0 

0 0 1 … 0 


A = 


0 0 0 


0 0 0 … 0 


(4 ) 因为 级 £1 )= ei = a ei — b t2 ，级 £2 )= e2 = b ei-h a e2 9 
S ( e 3 )= e3 = £1 + a £3 —— b £4 ，^ (01 )— el = £2 + 6 £3 + a £4 , 
)— e 5 = £3 + a £5 — b ee ，^ (ee )= e 6 = 64 + 6 £5 + a ee , 

由此得到激在基 ei ，£2，…， £6 下的矩阵为 

a b 10 0 0 


—b a 

0 0 

A= 

0 0 
0 0 
0 0 

(5) 由题设知 


0 1 0 0 

a b 10 
—b a 0 1 

0 0 a b 

0 0 — b a 

1 0 1 


而 


^4 邛 ， r) 2 ， t> )=(rji ， r) 2 ，邛） 110 ， 

一 1 2 1 

-1 1 0 

( 邛，％， rjO= (s ， £2，es ) 1 0 1 ， 

1 -1 1 
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-1 


0 _1 


故 （ a ，£2 ，& )=( T ) l ， T )2 ，％ ) 


1 一 1 1 
一 1 1 一 1 


(rji ， 作，％ ) 0 1 —1 


于是 iei ，£2，£3 ) 


-1 


0 1 —1 1 一1 


(£1 , E 2 ,£3 ) 1 0 1 110 0 1—1 

1 - 11-12 1 10 1 
一 1 1 一 2 

:(Sl ， E2 ， £s) 2 2 0 — (£l , £2 , £3 ) A . 

3 0 2 


即 j 在£1，£2，£3下的矩阵为 A . 


一5 0 —5 


(6 ) 由 j Tji ，％，％ )=( 邛，作，作） 0 — 1 —1 


一 1 0 3 

而 （ 邛 ， ％ ， 叩 ）=( ei ， £2 ， es ) 0 1 — 1 ， 

2 1 0 

故有 

一 1 0 3 _1 

^4ei ,£2 ,£s )=^ 邛，作，％ ) 0 1 —1 

2 1 0 

-5 0-5 -10 3 

= (£1 ,£2 ,£3 ) 0 —1 —1 0 1 —1 


0 
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一 5/7 

20/7 

一 20/7 

(£l 

,£2 ,£3 ) 一 4/7 

一 5/7 

一 2/7 


27/7 

18/7 

24/7 

(ei 

,£2 9 es )A. 




故基&，&下的矩阵为 A . 

(7) 由题 (6) 即得 

-1 0 3 -5 0—5 

rji , r /2 , rp )= ( rj! , rp , rp ) 0 1—1 0 —1 一 1 

2 1 0 3 6 9 

2 3 5 

=( rjj , rp , rf ,) —1 0 —1 

—1 1 0 

=(rji , rp , rp ) A , 

故基 Vi , rp , rp 下的矩阵为 A. 

例 2 设 S 维线性空间 F 上的线性变换基 a ， e ， ej 下的 
矩阵为 



an 

ax 2 

6 B 3 

A= 

m 

022 



031 022 GB 3 

(1) 求 J 在基 es ，£2 ，£1 下的 矩阵； 

(2) 求基 a ， fo 2 ，&下的矩阵（其中 ke P,K k ^ O )； 

(3 ) 求 j 在基 Sl + £2，£2，&下的矩阵. 

解由于 Sl ， E 2 ， £3 )= ( Q ， £2 ， £3 )A ， 所以 

^£1 )— 011 £1 + 6 C 1 £2 + CR 1 £3 , 

^82 )— CQ2 £l + CE2 £2 + GB2 £3 , (D 

^£3 )— C&3 £l + CE3 £2 + CB3 £3 . 

(1 ) ^€3 )= 033 £3 + 6 C 3 82 + 013 O ，（将式①中 1，3 改为 3 ，1 ) 

)= GP 2 £3 + CE 2 £2 + 012 £l , 

)= CPI £3 + CE1 £2 + Oil £l , 
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故 j 在 &，£2， a 下的矩阵为 



033 

032 

(B\ 

A = 

023 

022 

m 


L GQ3 

0X2 

Oil 」 


(2) 利用式①得 

)= 011£1 + 021£2 + 031 £ 3 = 011 £ 1+^021 (/ c £2 )+ ®1 £3 , 

)= kdX2 £l + CE2 (fe2 )+ k(B2 £3 , 

^63 ) = CQ3 £l + CE3 £2 + 033 £3 — GQ3 £l + fl23 (fe )+ 033 £3 . 

k 

故 j 在基 £1 ， fe ： 2 ，£3 下的矩阵为 

ax \ kax2 cus 

A = 02i /k a 22 az 3 /k • 

021 kaB2 6C3 

(3) 由式①得 

^7^£i + 62 )— (ail + GQ2 )ei + ( 021 + CE2 )^2 + ( 031 + 032 )& 

= ( axi~r m2 ) ( ei + €2 )+ ( m ~\~ az2 — an — ai2 )E2 

+ (CRI + CR2 )^3 , 

)— 012 (a + €2 )+ (022 一 GQ 2 )^2 + CB 2 £3 , 

^7^83 )— CHS (Q + €2 )+ ( 023 一 013 )S2 + CC3 £3 , 

故 J 在基 ei + £2 ， £2 ， £3 下的矩阵为 

CQl I 0X2 0X2 GQ3 

A— 02i + ai2 + ax \ _ ax2 022 _ 012 a>z - ai3 • 

CPI I GP2 (B2 似 

例 3 在户 X2 中定义线性变换 

^ a b , a b 

X , ^ t £( X ) = X ， 

c d c d 

a b a b 

( X )— X ， 

c d c d 
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求 JJJ 在基 Ell ，忍 2 ，盈1，忍 2 下的 矩阵. 
解依 jjj 定义可得 


) = 

a 

b 

1 

0 

a 

0 

— aEn + CE 21 ， 

c 

d 

0 

0 

c 

0 " 


^{E\2 ) = 

a 

b 

0 

1 

0 

a 

= aE\2 ~\~ cEn ， 

c 

d 

0 

0 

0 

c 


^(R\ )= 

a 

b 

0 

0 

b 

0 

= + dEi\ , 

c 

d 

1 

0 

d 

0 " 



a 

b 

0 

0 

0 

b 

— 6 五 12 + dE22 ， 

0 ^( £22 )— 

c 

d 

0 

1 

0 

d 



故 & ，佐，你 ，£ h 下的矩阵为 

a 0 b 0 
0 a 0 b 
Al= c 0 d 0 - 
0 c 0 d 

用类似方法可求得 J ， J 在基 E !，£ b ，及！ ，£ k 下矩阵分别 



a 

c 

0 

0 

2 

a 

ac 

ab 

be 

Az = 

b 

d 

0 

0 

， A3 = 

ab 

ad 

b 2 

bd 


0 

0 

a 

c 

ac 

2 

c 

ad 

cd 


0 

0 

b 

d 

cb 

cd 

bd 

d 2 


例 4 设^线性空间 F 上的线性变换，如果 I 1 (?) 尹0， 
但 j ( 专 )= 0，求证自 ) ，…， 1 ( ? ) a > o ) 线性无关. 

证 用反证法.设 1^40, …， j — 1 (自)线性相关，则存在不 
全为零的数 fc ，&，…， 4- ,使得 

fc 5~h …+ 1 (5)—0. 

设 L 是不等于零系数中下标最小的一个，则有 

lij (5) + L+i^ +l ( 5)+…+ (5)=0. 
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等式两端同作变换，得 

UA 1 1 (?)+ (专)+…+ fc - 1 1 ( ?)=0 , 

利用 ^l(?)=0 M lii— 1 (?)=0^ 1 , = 0 ，从而与所设 1 ^ 0 矛盾. 
故5,扇，.-， 1 巧)线性无关_ 

例5在 a 维线性空间中，设有线性变换 i 与向量？，使得 
( 自)乒0但 ^( 5 )= 0 ，求证某组基下的矩阵是 
0 0 ••• 0 0 

1 0 ••• 0 0 

0 1 ••• 0 0 . ① 


0 0 ••• 1 0 

证 由例4知，向量自，4自），…， 1 (自)线性无关，所以构成 
线性空间的一组基.因为 

^?)=0 • ?+1 • ^|^)+0 • (?)H h 0.』 1 (?) , 

』』)=()• ?+0 • ^?)+1 • ^ (^)H hO • ^ 1 ( ^), 

1 ?)=0 • ?+0 • ^?)+0 • (?)H - hO .』 1 (?) , 

所以基 ^ r 1 (自)下的矩阵为式①. 

例 6 设 F 是数域 P 上 n 维线性空间.证 明： F 的与全体线性 
变换可交换的线性变换是数乘变换. 

证 当线性空间 F 的基取定时，线性变换与其矩阵 A 是1 -1 
对应的.而可以与一切 n 阶方阵交换的方阵一定是数量矩阵 
故与一切线性变换可交换的线性变换必为数乘变换 

例 7 I # 数域 Pin 维线性空间 F 的一个线性变换.证 明： 
如果1任意一组基下的矩阵都相同，则4是数乘变换. 

证 设基 a ，£2 ,•••,£« 下的矩阵为 A = (% )，要证明 A 
是数量矩阵.设 X 是非退化方阵，有 

( 邛，作 ，…， )= ( £1 , £ 2 ，•- - , £„ )X, 

故 （ V ，作，…，屮 ） 也是 F 的一组基，而 i 在这组基下的矩阵仍 
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为 A ，且有 ； r 1 AX ，从而 X 4= AX . 由此可知 A 与一切非退化 
方阵可交换. 

1 

2 

若取 X = 、 ，则由兄益=尤^知，当时，街= 


an 


0，所以 


CUrn 

0 1 0 … 0 0 

— 0 0 1 ••• 0 0 ^ 

再取无= ，由 XzA = AXz 知， 

• • • • • • • • • •籲 • • • • 


1 0 0 ••• 0 0 

mi = CE 2 = ... = ，故 A 是数量矩阵数乘变换. 

例 8 给定 P 5 的两组基 

& = ( 1 ， 0 ，1 ) ， £2 = (2 ,1 ,0 ) , £3 = ( 1 ， 1，1 ) ; 

t)i = (1 ,2 1 ) , t)2 = (2 ， 2 ，一 1 ), t}s = (2 ，一 1 ，一 1 ) • 

定义线性变换 & ) = ( i = l ，2,3). 

(1) 写出由基 a ， e ， e 到 t ) i ，邛，邛的过渡 矩阵； 

(2) 写出基 a ， e ， e 下的 矩阵； 

(3) 写出基邛，邛， t } j 下的矩阵. 

解 (1 )用单位基 e = (1 ，0，0 ) = (0 ，1 ,0), a =(0 ,0 ，1 ) 串 
联可得 

(y]i 9 yp 9 y]3 ) = (a )A 9 (ei ,£2 )— (€i 9 C2 9 €3 ^ 

12 2 12 1 

式中 A = 2 2-1,^011. 

- 1 - 1—1 10 1 

于是，由 
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(邛， 

rp , rp )=(& 

, e > ,es )B 

A= ( a ， £2 

, es)Z 

得过渡矩阵 

1/2 

-1 

1/2 

1 2 

2 

x = 

1/2 

0 

—1/2 

2 2 

一 1 


—1/2 

1 

1/2 

-1 -1 

一 1 


-2 - 

-3/2 

3/2 



= 

1 

3/2 

3/2 . 




1 

1/2 

-5/2 




(2 ) 由 乂 a ,£2 ,£3 )= ( T)1 , T )> , 7)3 )= (a ,£2 ,e ) Z , 从而知 J 

在基 a，e ,£ 3 下的矩阵为见题 ( 1 )). 

(3 ) 由 i ]】 ，作，％ ) = j ^( &，&，& ) X ] = a , £2 , £3 )X = 

(rji , rp , rp ) X , 所以知 基 ^ , rp , rp 下的矩阵仍为 X . 

Xi M 

例 9 证明： 1 • 与 \ _ 相 

• • 

• • 

Xn Xi n 

似，式中 ii … L 是 1 ， 2 ，… ， ri 的一个 排列. 

证设 ei A ，…，&是线性空间 F 的一组基，则 

^2 

£1 9 £ 2 ，••• ， S / i ) (£ l ， E2 ，•••，£/!) • ， 


_ \ 
t _7^ ，％， • • • ， ) ( %，％ ，•••，£〜） 


从而知两矩阵是线性变换 i 在不同基下的矩阵，故它们相似. 
例 10 如果 A 可逆，证 明: 与及 4 相似. 
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证由题设知，存在 A _1 ，于是 

A — 1 (AB)A= (A^A)CBA)=BA. 

所以，由定义知与&4相似. 

例11如果 A 与 B 相似，(：与 Z ) 相似， 证明： ^ ^与 


B 

0 


D 相似. 

证设 B = X — 1 CY ， 则 


X O ' A O X O — X AX 

O Y O C O Y O 


O BO 

Y CY O D 


所 CO 


例 12 设 P [0 有基 /i Ct)_ —1 + 2/，/ 2 ( t )= S + /，/ 3 ⑴ 
= 3 — t ， 线性变换 足 : J/i ( t ))= 一 5+3 t 2 /2 ( t ))= — 

6 / ,^/3 (0)= —5 — H ~9/ ，求 基 /i (!)，/2 (!)，/3 ⑴下的矩 

阵. 

解取 p [0 的基 i ， u 2 ，则有 

(/l ， /2，/3 )= (1 ,t,t )B, ^/l ,/2 ,/3 )= (1 ,t,t ) A , 

-1 0 3 —5 0 —5 


式中 B= 0 1 —1 ， A = 0-1 -1 . 


2 1 0 3 6 9 

于是 ^/l ，/ 2 ，/ 3 )= (/l f2 fi )BT' A ， 故 J 在基 /i (t), 

/ 3 ⑴下的矩阵为 

2 3 5 

X=B A= —10—1. 


一 1 1 0 

例 13 设 Q 为有理数域， F 为 Q 上的线性空间的线 
性变换 . a ， P ，7 是 F 上的向量， a #0 且 ja )= P ,^ P )=7,^7) 
= ct +|3 .证明 ： a ， P ，7 线性无关. 
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证 先用反证法证明 CX ， P 线性无关.设 P = h ， 则 
7 =^^)=^ka )= k {^ i )= k ^= k 2 a , 

于是 a + P =^7)= Jz P = k 3 a =^ ( A ： 3 — k ~\~ 1) a = 0 , 

从而 A /’ 一 A :+ l = 0 .但方程 x ’ 1 一％+1 = 0无有理根，与 P = A ; a 矛 
盾.故〜卩线性无关. 

再证 a ， P ，7 线性无关•设有 A ：，/ eQ ， 使因而 

a~\~ k^~\~ ly = kla~\~ (k~\~ f )( 3 . 

由 cx ， P 线性无关知 kl=l , A :+ f = l ^ > { ~/+1 = 0 ，与方程 a ; 3 — a ; 
+ 1 = 0 无有理根矛盾.故 cx ， 卩， y 线性无关. 

第三节特征值与特征向量对角矩阵 

主要内容 

1 .定义 1设。名是数域 P 上线性空间 F 的一个线性变换，若 
对于数域尸中一数入。，存在一个非零向量自，使得4^)=^，则 
^称为一个 特征值 3称为属于特征值 L 的一个 特征向 

量 • 

2 .定义2 设 A 是数域上一个 n 阶矩阵 ，X 是一个数字，矩 
阵 AE — A 的行列式 

X 一 an 一 ai2 ••• 一 can 
— azi X 一 022 ••• 一 ain 

\ XE ~ A \ = 

CLn\ Cln2 • • • 入 dim 

称为 A 的特征多项式 ，是数域 P 上的一 个 n 次多项式. 

矩阵 A 的特征多项式的根也称 A 的特征值，而齐次线性方程 
IE ( ^ E~A )(xoi , X02 ，… ，: w » )' = 0的解也称为 A 的属于特征 值入。 
的特征向量. 

对于线性变换&補 J 任一特征值&，全部适合条件 ^[ a)=^a 
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的向量 《 所成的集合，是 F 的一个子空间，称为的一个特征子 
空间，记为的维数是属于 L 的线性无关的特征向量的最 
大个数 ， Fj „ = { a |^ a )= h a ， a 6 F }. 

A 的全体特征值之和为 an + ce 2 H + am ，称为 A 的迹 . A 的 

全体特征值之积为 |A I . 

3 .定理 1 相似的矩阵有相同的特征多项式. 

哈密顿-凯莱 （ Hamilton-Caylay ) 定理设 A 是数域 P 上一 
个 nX ri 矩阵 ，/ a )= | XE—A I 是 A 的特征多项式，则 
/ (A)=A" — (an + 022~\ - h am ) A " 1 1 H - h ( 一 1 )" \A |£=0 . 

推论设％是有限维空间 1/ 的线性变换，/( X )是 ~ 截 J 特征多 
项式，则 fU = 汐. 

4 .定理 2 设％是 n 维线性空间 F 的一个线性变换^痛勺矩 
阵在某组基下为对角矩阵的充分必要条件是 ri 个线性无关 
的特征向量. 

定理 3 属于不同特征值的特征向量是线性无关的. 

推论1若在《维线性空间 F 中，线性变换的特征多项式 
在数域 P 中有 n 个不同的根，即 j 有 n 个不同的特征值，则 
某组基下的矩阵是对角形的. 

推论2在复数域上的线性空间中，如果线性变换的特征 
多项式没有重根，则 I 某组基下的矩阵是对角形的. 

5 .定理 4 若 h >，…，; U 是线性变换的不同的特征值， 
而 aa ， aa ，…，是属于特征值 X . 的线性无关的特征向量 ( i=l , 
2，… ， A ) ， 则向量组 an ，…， ai fl ，021，…，02、，… ， cw ，… 也线性 
无关. 

当 I 某组基下的矩阵 A 是对角形 
h 

A2 

A = . 
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时， A 的特征多项式为 

|XE — A |— (X — h )(/V — h )••• (X — Xn ). 

即 A 的主对角线的全部元素是 A 的特征多项式的全部根. 

疑难解析 

1. 特征值与特征向量有何关系？怎样确定 一个线 性变换 
的特征值与特征向量？ 

答 由 j 敁） =； V )( 妓河知 ，特征向量不是被 
特征值唯一决定的.相反，特征值却是被特征向量唯一决定的，即 
一个特征向量只能属于一个特征值.我们应该 知道： 

① 对于有限维线性空间 r 上的线性变换 义因为 不同基下 
的矩阵是相似的，因而求^■猶特征值和特征向量与基的选择无关. 

② 线性变换属于不同特征值的特征向量线性无关. 

③ 若 L 是线性变换 4 或 A ) 的特征值，则 V A e N ， V 是 f 
的特征值. 

④ 线性变换 j 或 4) 不可逆的充要条件是 j 或 A ) 有零特征 
值.当4或 A ) 可逆时，若;^ A ，••• ， X 是 A 的所有互异特征值，则 
J 1 (或 A + 1 )的所有互异特征值是; 1 ，…， X ： 1 . 

确定一个线性变换的特征值与特征向量有以下 步骤： 

(1) 在 F 中取出一■组基 ei ，£2，•••，£!>，写出这组基下的矩 
阵 A ; 

(2) 求出 A 的特征多项式 | XE — A | 在数域 P 中全部的根 （BP 
全部特征 值）； 

(3) 将求得的特征值逐个代入方程组0£：— A ) U < u ，抑 2 ，…， 
%0„ )'=0 .对每一特征值，求出一组基础解系，即属于此特征值的 
若干个线性无关的特征向量在取定基£1 A ，•••，£„下的坐标，也就 
求出了属于每个特征值的全部线性无关的特征向量. 

2. 矩阵 A 的特征值与特征向量有哪些性质？ 

答 有如下 性质： 
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(1) 若 h 是 A 的 n 重特征值，而; I 有&个线性无关的特征 
向量，则 . 

(2 ) 若 a ， P 都是 A 的对应于特征值 X 。的特征向量，则当 ka + 
肜尹 0 时，它也是特征值&的特征向量. 

(3 ) 若 A 的 ra 个特征值为，…， ■，则 

Aa + X2 + * ,> +An=aii + ®2 + •••+a« (称为迹 ) ， 

Aj ^2 •••X„ = |A I . 

(4) 若 &， X 2 ，…， X , 是 A 的互异特征值，则其分别对应的特征 
向量色5，•••，£线性无关.若；^对应的特征值是 b ，匕，•••，1,， 
则向量组 £ i ，…，％ ，备 1，…， h ，…上，… ，& T . s 线性无关. 

3. 线性变换与矩阵、特征多项式之间存在什么关系？ 

答 特征值是被线性变换所决定的.在有限维线性空间 F 
中，选定一组基后，特征值是线性变换在这组基下矩阵的特征多项 
式的根.对于不同的基，矩阵一般是不同的，但它们却是相似的.而 
相似的矩阵有相同的特征多项式，也就有相同的特征根.也说明矩 
阵的特征多项式与基的选择无关，完全由线性变换决定，故可称为 
线性变换的特征多项式. 

4. 线性变换的特征向量之间有什么关系？ 

答 首先属于特征值^的特征向量不是唯一的，若自是入。 
的特征向量，则炫（/£尹0)也是；\0的特征向量.若&与 都是心 
的特征向量，则& + fc 6； (#0) 也是〜 的特征向量. 

但是《阶方阵不一定有《个线性无关的特征向量.当《阶方 
阵有互异的《个特征值时 ，一 定有《个线性无关的特征向量，这时 
线性变换雇某组基下的矩阵为对角形.当 h A ，… A 是&猶 
不同的特征值，而匕，…， h 是; V ,的线性无关的特征向量时，向量 
组，…， ，5 n ，… ，备 r 2 ，…，，…，也线性无关.若它们的 
个数等于空间的维数，则线性变换 j 在一组合适的基下的矩阵是 
对角矩阵. 
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方法、技巧与典型例题分析 


要认真辨析特征值与特征向量的概念，能够求线性变换在一 
组基下的特征值与特征向量. 

例 1设 ai ，02，•••，(>:„分别是^阶方阵 A 的互异特征值入1， 
h ，…，; U 的特征向量，证 明：当 fa ， fc ，…， h 中至少有两个不为零 
时 ， An ai + h . 02 +…必不是 A 的特征向量. 

证 用反证法.设 fo ca + fc 02 +…+ fci cu 是 A 的属于特征 
值入的特征向量，贝 1 J 

A(ki ai + fe 02 + ••• + A:»an )— X(ki ai + As 02 + • • • + Lcu ) ， 

艮 P ki ( X — Xi )ai + fc ( X — ^2 ) o 2 + •••+ kn ( X — Xn ) a « = 0 . 

因为属于不同特征值的特征向量线性无关，故 

h ( Aj — X2 、=h (入一 X2 )=--*= kn ( X — X l )=0 , 

不妨设 A : i ， fe ，…， L 中 kiy ^ O ，则 

ki ( X —— Xi )— kj ( X —— A /-)— 0 — ^ Xi = Xj 9 

这与题设矛盾.故 fa ai + fc 02 + … + leu 必不是 A 的特征向量. 

例 2 设 cn ，02 ，•••，％是 A 的属于特征值 Xo 的线性无关的特 
征向量，证明：当 ， fc ，…， hi 不全为零时 ，h ai + A2 02 +…+ Leu 
也是 A 的属于 X 。的特征向量. 

证 因为 Aai = X ) ai ( i=l ,2, ••- , n ), 

故 A(ki ai + fc os + ••• + )— k \ Aai + fe Aa2 + ••• + knAa n 

— X(h ai + fc 02 + ••• + i/icu ). 

因为 ai ，02，•••，％ 线性无关，所以对不全为零的 fa ， fc ，…， h ，都 
有 ki ai + fc 02 + …+ knOu ^^ O ，从而 /ci ai + fe 02 + … + 是 ^4 的 

属于 Ao 的特征向量. 

例 3求复数域上线性空间 F 的线性变换特征值与特征 
向量.已知 J 在一组基下的矩 阵为： 

0 0 1 

3 4 0 a 

(1) A = r o ； (2) A = ^ ； (3) A = 0 10； 

5 乙 — a 0 

10 0 
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5 6 -31 「 0 2 1_ 

(4 ) A = —10 1 ； (5 ) A = -2 0 3； 

-12—1」 L-l —3 0- 



解 （1 )^1 特征多项式 

X —3 —4 _ 

A |= = ( X ~7 )( X +2 )=^h = —2， X 2 = 7 • 

—5 X ~2 

— 5 — 4 xi 0 

当 X =—2 时，解方程组 r =。，求得基础解 

L —5 —4J L X2 J L 0 」 

系为 (4 ，一5 )' ，故。猶属于入= 一2的特征向量& =4& -5 e . 

4 —4 x \ 0 

当; V = 7时，解方程组 r = n ，求得基础解系 

L —5 5」 L 」 L 0 」 

为 (1 ，1)'，故属于 X = 7 的特征向量 ^ = ei + €2 . 

(2) _特征多项式为 

\XE — A |— = (X — cd) ( X~\~ (A h = cd 9 ^2 = — m . 

a X 

当 Xi = cd 时，若 a =0 ， 则 Xi = h =0 ，此时 F 中任何非零向量 
都是(零变换 )_ 特征向量.若 a ^ O ，则解方程组 

m — a xi — 0 
a ai X 2 0 

得一基础解系 （1， i )'. 故属于 ^i = ai 的特征向量 5 i = a + ie2 . 
当 X 2=— oi 时，解方程组 

— cd — a xi 0 

a — cd %2 0 

得一基础解系 （1 ，一 iV .故属于〜=一&的特征向量 S = ei 
一 iz 2 . 
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(3) j 特征多项式为 

入 0 —1 

| XE — A |— 0 X 一1 0 =( 入一1) 2 (入+1) 

一1 0 入 

= ，^3= — 1 . 

当； ^，2 = 1时，解方程组 （1 • 五一 A ) X =0, 得基础解系 
(1 ，0 ，1 )' ，(0 ，1 ，0 ) ，故属于^ = ^ = 1的特征向量为 
5 l — £1 H - £3 , $2 — £2 . 

当；^=一1时，解方程组（（一1) • A ) x =0, 得基础解系 

(1 ，0 ，一 1；/ ， 故属于 A 3 = — 1的特征向量为 a — & • 

(4) j 特征多项式为 

\XE — A |— ( X —2 )( A . 2 —2入一2 )^ > h = 2 , A2 = 1+ 3 ,^3 — 1— 3. 

当时，解方程组 (2 五 一 A ) X =0, 得基础解系(一2，1，0/， 

故属于 h = 2 的特征向量为 5 i = —2 ei + €2 • 

当 X2 = l+ 3时，解方程组 （(1+ 3)£— A)X=0, 得基础解系 
(3 ，—1,2 — 3) r ，故属于^2 = 1+ 3的特征向量为 S = 3ei — 
£2 + (2 — 3 )es . 

当 Xs = l — 3时，解方程组 （(1— 3)五一幻尤=0，得基础解系 
(3 ，—1 ,2+ 3；/ . 故 属于 ^3 = 1 — 3的特征向量为 53 = 3 ei — 
£2 + (2 + 3 )83 . 

(5 )^1 特征多项式为 

\\E~A |=/V(/V 2 + 14)^ > /\j = 0 ,X2= 14i ,h= — 14i. 

将分别代人方程组 (XE — A ) X =0 ，求 得： 

_属于^ = 0的一切特征向量为 5 i =3 ei -^ + 2^ (属 
于 ^2= 14 i 的特征向量为 S = (3 —2 14 i ) a + 13^2 + (2 + 

3 14 i )£3 属于 — 14 i 的特征向量为 e 3 = (3+2 14 i ) 

£1 + 13£2 + (2 —3 14 i ) e 3 . 
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(6) 特征多项式为 

IAE—A |= (入 一 l ) 2 ( X +2 )^ > >j = X 2 = 1， X 3= —2 . 

将; ^ A A 分别代入方程组 (XE — A ) X =0, 求得： 

属于 Xi = ^2 = l 的特征向量为 & =3 a 一 6 e + 20 e ! 

属于 y & = — 1 的特征向量为 S = es . 

(7) 特征多项式为 

|XE—A |=( 入 一 2) 3 ( 入 +2 )^ > Xi = }z = h = 2 ,Xi = —2 . 

当 h = ；fe = ；^=2 时，解方程组 (2£— A ) X =0, 得基础解系 
(1 ，1 ，0，0 )' ，(1 .，0 ，1 ，0 )’ ，(1 ，0，0 ，1 )' ，故 J 属于 Aa = X 2 = X ? = 2 
的特征向量为 & = a + £2 , S = a + £3 ,^3 = a + a . 

当沁 = 一2时，解方程组（一 2£ — 4) X =0, 得基础解系 
(一1 J ，1 J )' ， 故属于; U = —2的特征向量岛=一 £i + E2 + £3 
+ a . 

为了便于将 I XE-A | 分解成; V 的因式，常在展开前采用下述 
变形 :①将 I ^ E-A | 中不含; V 的元素消成零，使该元素所在行或列 
出现 X 的一次因式，直到行列式为 X 的某次多项式才展开 计算; 
②若 \ rn-A | 的行(列 ) 和相等，可将各行(列 ) 加到第1行(列），即 
可提出 X 的一次因式. 

解方程组(证一 A ) X =0 时，因为基础解系不是唯一的，因而 
特征向量形式也不一定相同. 

例4在例3各题中哪些变换的矩阵可以在适当的基下变成 
对角形？在可以化成对角形的情况下，写出相应的基变换过渡矩 

阵尸，并验算 P AP . 

解因为一个 n 阶方阵能化为对角形的充要条件是线性变换 
要有《个线性无关的特征向量，所以例3中除题 (6 ) 外，其余的方 
阵均可化为对角形. 

(1) ,£2 )= (a ,£2 ) ^ ^，取其特征向量&，备，得 

5 Z 
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则戶 


1 4 

1 一 5 」 


是由基 a A 到基 & A 的过渡矩阵.又 


)= 7 & , 旅、= 一2^， 
"7 0 — 

0 -2」， 

由不同基 £ 1，£2 及 & 下的矩阵相似，故有 


即 


^ ,S)=(& ,S) 


"1 4 " 

-1 

" 3 4 " 

' 1 

4 " 


"7 0 " 

-1 -5 - 


-5 2 - 

- 1 

-5 - 


-0 - 2 - 


PAP= 

( 2 ) 由特征向量&，备得 
(&，£；)= (£ 1 ，£2 )| 


则戶 


是由基 £1 A 到基 & 的过渡矩阵，故有 


P AP= 


"1 1 " 

-i 

0 a 

I r 


(R 

-i — i - 


-一 a 0 - 

- i 一 i - 


一 ai - 


( 3 ) 取 I 截 j 三个特征向量 m 得 

0 

(& , S , 5j )= ( £1 , £2 , £3 


则戶 


1 0 1 

0 1 0 

1 0 一 1- 


0 1 0 = (£1 ,£2 ,£3 ) P , 

1 0 一 1_ 


是由基 £ 1 ， E 2 0 到基 £ ，色，色的过渡矩阵 . 


P 


10 10 0 110 1 

02 0 0 1 0 0 1 0 

10 - 110010-1 
( 4 ) 取三个特征向量&，得 




-1 
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一 2 3 3 

(5i ，$2 )= (ei ， £2 ，es ) 1 —1 —1 =(a ， e2 ， &) 尸， 

02-32+3 
尸是由基 o a ， es 到基 & ，色 ，5 3 的过渡矩阵. 

一 1 一 3 0 5 6 -3 

PAP= 1/2+ 3/3 1+2 3/3 — 3/6 —1 0 1 

1/2 — 3/3 1-2 3/2 3/6 1 2 一 1 

-2 3 3 

X 1 -1 -1 

0 2- 3 2+3 

2 

= 1+3 . 

1- 3 

(5) 取三个特征向量 & ， $2 ， 备，得 

3 3-2 14i 3+2 14i 

(& ，& )= (a ,E 2 ,£3 ) —1 13 13 = (S ， E 2 ，£3 ) 尸， 

2 2+3 14i 2-3 14i 

尸是由基 ei ，£2，£3到基 5 l ，色，$3的过渡矩阵. 

0 

P l AP= 14i • 


- 14i 

(6) 没有足够数量的线性无关的特征向量，不能化为对角形. 

(7) 取 j 四个特征向量 & ， 5 4 ，得 


(芑，备，&，馭 ）=( a ，€ 2，& ，61 


1 1 1 

10 0 
0 10 
0 0 1 


-1 


: (Q ,€2 ,53 ,£4 ) 尸， 
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尸 是由基 Si ，£2，£3，£4 到基 5 l ，色， $4 的过渡矩阵. 

_2 

_! 2 

P l AP= . 

2 

- - 2 - 

本例各题中 j 特征向量彼此是线性无关的. 

例5在 P [%1 中 （ n > l ) ，求微分变换逐「的特征多项式，并证 
明:»任何一组基下的矩阵都不可能是对角矩阵. 

证在 P [%1 中取一组基1，％，|^，…教分计算在 

这组基下的矩阵为 

0 1 0 … 0 

0 0 1 … 0 

^ 4 . — • • • ••• ••• ••• # 

0 0 0 …1 

0 0 0 … 0 

X —1 0 … 0 

0 X —1 … 0 

则 | — A |—. … …— X 1 . 

0 0 0 … — 1 

0 0 0 …入 

故遂 r 的特征值为 Xi = X 2 = —= X „ = 0 . 

对应于特征值0的齐次线性方程组 （ - A ) X = 0 的系数矩阵 
的秩为^1-1，其基础解系只含一个特征向量（1，0,…， 0)'. 因此， 
微分运算 贫 在任何基下的矩阵都不可能成为对角形. 

1 4 2 

例6设 0 — 3 4 ， 求 

0 4 3 

解因为 A 的特征多项式为 
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入 一 1 一 4 一 2 

|A £ — A |= 0 入 +3 —4 = (A. — 1)( 入 2 —25 )， 

0 一 4 入一 3 

所以 A 的特征值为 Xi = l ,Xz = 5 ,^ = — 5 . 

可以求得 A 的属于特征值 Xi = l ,h = 5 , Xs = —5 的特征向量 
分别为 & = (1,0,0)’，色=(2，1，2)’，& = (1，一 2,1)’. 故由基 a ， 
e ，& 到基& A ， &的过渡矩阵 

12 1 1 
P= 0 1 -2 ^>P AP= 5 . 

0 2 1 — 5 

1 k 1 

P l AP= 5 = 5 k . 

一 5 (-5/ 

1 

故 A k =P 5 4 P 1 

(—5/ 

12 11 10—1 

= 01-2 5 k 0 1/5 2/5 

0 2 1 (-5 ) 4 0 一 2/5 1/5 

1 2[l+(-l) i+1 ]5 M [4+(— 1/]5 卜 1 一 1 

= 0 [1+4(-1/ ]5 m 2[l+(-l ) t+1 ]5 M • 

0 2[l+(-l) i+1 ]5 i_1 [4+(-1/ ]5 m 

1 0 5^-1 

当 fc =2 m 时， 0 5 1 0 ； 

0 0 5 " 

1 4X5 卜 1 3X5 卜 M 

当 fc=2 w —1 时， 0 —3X5*— 1 4X5*— 1 • 

0 4X5 卜 1 3X5 S — 1 
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例 7 设£1 ， E 2 ，£s A 是四维空间 F 的一组基，线性变换 
这组基下的矩阵为 

5-2-4 3 

3-1-3 2 

1 -3 1/2 9/2 -5/2 

-10 3 11 -7 

(1) 求 基 T]i = ei +2 e 2 + e 3 + £i , T ^ = 2 ei +3£2 + e 3, ^ 
= es , rji = et 下的 矩阵； 

(2) 求^勺特征值与特征向量； 

(3) 求一可逆矩阵 r ， 使 r _1 Ar 成对角形. 

12 0 0 
2 3 0 0 

解 （1)( T )1 ， r )2 ，％， r )4 )= ( ei ，£2，£3，& ) 

1110 
10 0 1 
= (£l , £2 , £3 ,64 ) P , 

所以在基％，作，％，叩下_矩阵为 

B = P AP 

一3 2 0 0 5 一2 —4 3 1200 

2 -1 0 0 3 —1 —3 2 2 3 0 0 

1-110 -3 1/2 9/2 -5/2 1110 

3 -2 0 1 -10 3 11 -7 1 0 0 1 

0 0 6 -5 

0 0-5 4 

" 0 0 7/2 -3/2 

0 0 5 -2 

(2) _特征多项式 
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\XE—B |=X 2 (X—1)( X— 含 | = X2=0 ,X3 = 1 ,1 = 士 • 

解（一 B)X= 0，得特征向量 & = si+2e； + £5 + a ,£> = 2a + 
Se + e ;解（£：— B)X=0, 得特征向量色= 3& + £2 + & — ;解 

(音 £：—Bjx=0, 得特征向量 & = 4a+2e2i— 6& . 

注意，因为 A 〜 B, 所以 |XE-A|= \ m ~ B \. 

(3) 用题 (2) 中特征向量&，£； ，5s ，&作一组基，有 

0 

0 

1 . 

1 / 2 — 

例8 (1) 设 h，X2 是线性变换。猶两个不同特征值， a，e 是 
分别属于;^ A 的特征向量，证明: ei + ea 不是^嫌 J 特征 向量； 

(2) 证明 : 如果线性空间 F 的线性变换 MX V 中每个非零向 
量作为它的特征向量，则^数乘变换. 

证 （1) 用反证法.设 & + E 2 是 I 猶特征向量，贝 lj 因 ja )= 
Xl £1 )= h £2 ， Aa # X2 ，可得 ei + £2 )= Aj £1 + A2 £2 . 

又 jei + e2) = X(s + £2) ，从而 

/\j £l + /\2 £2 — X( £l + £2 )^ > (Xl 一 X)ei + (A2 一入 ) £2 =0 . 

由 £1，£2 线性无关知， Xl —X=0 ,^2 一 ，从而 h = " k ，与题设矛 
盾，故命题得证. 

(2 ) 取 F 的一^组基 ei ， E2 ，…， 匕，并设) = Xiti ( i = 1,2 , 
…， 7i) •由题 (1) 知 Xi =、=…二 X/i = A： (否则，若 时, XiT^X/ jJBlJ 

&+e, 不是特征向量，与题设矛盾）.故对任何向量都有^5)= 
论 ，所以4是数乘变换. 

例9设％是线性空间 F 上的可逆线性变换，证 明： 

(1) j 特征值一定不 为零； 

(2) 若X 是特征值，则士是 I 1 的特征值. 


T = 


1 - 
—9 


•厂 UtH 
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证 (1 佣 反证法.设0是 I 说纟特征值，而 a 乒0是。截 J 属 
于 X =0 的一个特征向量，即 ^ a )=0 .又由于为可逆线性变换， 
存在 I 1 ，使 

0=0， 

与 a ^ O 矛盾.故特征值一定不为零. 

也可以这样证明 ：因为 ％是可逆线性变换，^ f 应的矩阵 A 
的行列式 |A | 乒0，而。猶一切特征值之积 h h - L =| A | ，所以 J 
的特征值一定不为零. 

(2) 设 ctfO 是。嫌 J 属于特征值; V 的一个特征向量， j a )= 
由题 (1) 知#0,故 

( A.a a = X {^ 1 a ) 或 ( a )= X — 1 a ， 

知入 1 是的特征值 .( 注意 C ^) = a .) 

例10设％是线性空间 F 上的线性变换，证明的行列式 
为零的充分必要条件是零作为一个特征值. 

证 因为线性变换矩阵为 A 时■名的一切特征值之积为 
IA | ，所以 

|A |=0=^ X2 …; I ■ ㈡ 至 少有一 k =0 , 

即^零作为一个特征值. 

例11设 A 是一个 n 阶下三角矩阵，证明： 

(1) 若 cui^ajj v 9 ^j ( i，/^l ,2 ,…， ? i ) ，则4相似于一对角 
矩阵； 

(2) 若 an = 卬 2 = ."= chn ，而至少有一- a < 0 j o ^0 ( io > y 。） ，则 A 
不与对角矩阵相似. 

证 (1) 若 a , 乒 a jy 则因为 A 是下三角矩阵，所以 A 

有 n 个不同的特征值 an ，《2，••• ， a „ ，故 A 可以对角化. 

(2) 若 a = mi =〜= a ™ ，则 A 的特征多项式等于 U — a )" ，所 
以 a 是 A 的唯一特征值.若 A 可对角化，则存在可逆阵 P ， 使 
尸一 ^户泌，从而义二忾泌彡尸—^泌洇此义是对角矩阵.这与 A 
至少有一个 a *。;。 乒0 (»>> ) 矛盾，故 A 不可能与对角矩阵相似. 
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例 12 证明 : 对任一 m 复系数矩阵 a ，存在可逆矩阵 r ， 使 

是上三角矩阵. 

证设％是 n 维线性空间 F 的一个线性变换，它在基 a , ,02 , 
…，％下的矩阵为 A . 取其任一特征值;^，设对应的特征向量为 
H ，于是可补充 f 1个向量 ft ，…，氏，使译， ft ，…，氏成为 F 的一 
组基，得基 P * 小，…， d 下的矩阵为 

Xl bl2 … bln 

0 &2 … fe« 


0 bnZ bnn 

且 A 〜忍. 

故存在可逆方阵 P ， 使 P AP = B . 

对级数《使用数学归纳法，证 B 是对角矩阵. 

?1 = 1时，结论显然成立. 

设几一1时，结论也成立. 

当 A 为 ri 阶复方阵时，有 P ^ AR = B . 

bz2 … hn 

由于及=… …是 n —1 阶复方阵，贝 1 j 依归纳假设， 

bn2 … bnn 

存在 n ~ l 阶可逆阵 B 使 

^2 * 

^3 10 

R B - Pz = . =^ > P = P \ ， 

•. 0 R 

0 In 


使 


P AP = 


0 

P2" 1 


Xl bl2 … bln 
0 10 

… Bz 0 Pz 
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0 



Xi 

关 

= ^ ^ 1 • 

0 R l m R 

0 

从而命题得证(其中 * 处元素不全为零）. 

例13证明:幂零矩阵 A 可对角化的充分必要条件是 4=0. 
证必要性设 4 m =0， 若 A 可对角化，则存在可逆阵 P ， 使 
为对角阵，故 

B m =(P^ APT = P^'A n P=P 1 OP=0. 

从而 B = O => A = 0 . 

充分性 A = O 是可以对角化的. 

例 14 设 A 为 n 阶方阵，满足 f - 3A + 2E = 0，求一可逆矩 
阵 P ， 使 P — UP 为对角形. 

解由题设可得 

( A - E )( A ~ 2E )= ( A - 2E )( A - E )= 0 , 

由于 A — 2五的每一个列向量是 U —£) X =0 的解，故秩 (A —£) 
+秩 C 4— 

又 A - E -( A - 2E)=E 

o 秩 U —£)+ 秩 ( A — 2£)>秩（£)= n ， 

所以 秩 ( A — £)+ 秩 C 4—2 五)= n . 

不妨设秩 (A — £)= fc ， 秩 C 4—2£) = s ， 则 A + s = n . 

设 cu ，02 ，•••，》和 Pi ，择，…，分别是 A —£和 A — 2 E 的列 
极大无关组，由于(4一£)(4一2£)=0，知译，译，…，这是属于特 
征值2的线性无关的特征 向量； ca ，…， tw 是属于特征值1的 
线性无关的特征向量，故 CQ ,02 ，―, M ,(3 l ,(3- ，— ,( i 线性无关.令 
P = (oa ,02，0!4，译，…，这），得 
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k 个 


PAP = 2 ^ . 

\ s ^ 

L 2」 I 

例 15 设 A 为三阶矩阵 ,«! ,02,03 是线性无关的三维列向 
量，且满足 

Aai — ai ~r os ~r os , Aoli = 2 02 H - os , Aa3 — 202 + 303 . 

(1) 求矩阵万，使得 A(ai ,02 , 03 )= (ai ,02， a 3 ) 忍； 

(2) 求矩阵 A 的特 征值； 

(3) 求可逆矩阵 / M 吏为对角矩阵. 

解 （1) 由题设知 

"10 0" 

A(ai , 02 , 03 )— (ai ,02 ,03 ) 1 2 2 ， 

-113- 


故 


10 0 
B= 1 2 2 
-113- 


(2 烟为 ai ， 02 ， os 线性无关，故矩阵 C == (ca ,02 , os ) 可逆，所 
以 C _1 忍，即 A 与 B 相似.故 A 与 B 有相同的特征值.由 
X-1 0 0 

\XE — B |— 一 1 X—2 2 = (X—1) 2 ( 入一 4 )—0 , 

一 1 -1 入一 3 


解得 B (即 A ) 的特征值为 h = ^ = l ， As =4 • 

(3)当\ = 乂 = 1时，由 （E — 解得基础解系 = 

(一 1 ， i，o y ，&= ( 一 2 ， o ， i)’ • 

当 As = 4时，由 (4： E - B ) X = 0解得基础解系5 3 = (0 ，1，1 / • 
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_ 一1 一2 0] 「1 0 0_ 

令 ，5 2 ， 色） = 1 0 1 ^Q l B ^= 0 10, 

- 0 1 1」 Lo 0 4- 

「 一1 一2 0_ 

P = (ai ,02 ,03 ) 1 0 1 

L o ii- 

— ( 一 ai + os , 一 2 ai + 03 ,02+ 03 ). 

p 即为所求可逆矩阵. 

1 2 一 3 — 

例16设矩阵 A = —1 4 一3的特征方程有一个二重 
-1 a 5 一 

根，求 a 的值，并讨论 A 是否可相似对角化. 

X —1 —2 3 

解 |XE — A |= 1 X —4 3 

一1 — a \—5 

= ( 入一2 )(入 2 —8入+18+3 a ) • 

若 \=2 是特征方程的二重根，则由2 2 —16+18—3 a =0 ，解 
得—2 .此时， A 的特征值为2，2，6 .矩阵 

1 一 2 3 

2 E 一 A = 1 一2 3 

-1 2 -3 

的秩为1，故 1=1 对应的特征向量有两个，故 A 可对角化. 

若； V =2 不是特征方程的二重根，则 8 X +18+3 a 应为完 
全平方，此时18+3^=16,可解得 a =—2/3 .此时的特征值为 
2,4 ,4 .矩阵 

3 -2 3 

4： E ~ A = 10 3 

-1 2/3 —1 
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的秩为 2 ，故二重根 X =4 对应的线性无关的特征向量只有一个， 
从而 A 不可对角化. 

例17设《阶矩阵 



(1) 求 A 的特征值和特征向量； 

(2) 求可逆矩阵 p ， 使得 p — Up 为对角矩阵. 

解 （1) 当6=0时，显然有特征值& = & =〜= h = 1，任意 
非零列向量均为特征向量. 

当6尹0时， 

X — 1 — b … 一 b 
— b X — 1 … — b 

\ XE - A \= 

— b — b … X —1 
— [/ V —1— (^― 1)6][/ V —(1—6)] n_1 , 

则 A 的特征值为 Xi = l + X 2 = — = X „ = 1—6. 

当 Aj = 1 + ( n —1 )6 时，设 A 的属于特征值 Xi 的一个特征向 
量为 5 i ，则有 

1 b … b 

b 1 ••• b 

& — [ 1+ (^ - 1 ) 6 ] 5 i . 

b b ••• 1 

解得色 =(1，1 ，…， 1 )， .故全部特征向量为 

成1 = a ；( i ， i ，… ， iy ， k 为任意非零常数. 

当 = — 6时，由 
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—— b —— b ••• —— b 1 1 ••• 1 

0.—b)E—A= = ， 

• •• ••• • • • ••• ••• ••• 

—— b —— b ••• —— b 1 1 ••• 1 

解得 [(1 一 6)£— A ] X =0 的基础解系为 

(1 ，一 1 ，0 ，…， 0)’ ， 

备=(1，0，一1，..•，()）’， 

5 n = (1 ，0，0，…，一1 )’ . 

故全部特征向量为 

fc S + fc + … h ,h tkn 为不全为零常数. 

(2) 当 6=0 时，对任意可逆矩阵 P ， 均有 P AP = E . 
当#0时， A 有 n 个线性无关的特征向量，令 
P = (&，£；，… ，专 《 ) ， 

则 P AP = diag (1+ ( ra — 1 )6 ，1 — 6，…，1 — b ). 

例18设三阶实对称矩阵 A 的秩为2 > = Xz = 6是 A 的二 
重特征值.若 cti = (1 ，1 ，0 )' ，02 = (2 , 1 , 1 )' ,03 — (— 1，2， 一 3 ) ’都 
是属于特征值6的特征向量. 

(1) 求 A 的另一特征向量和对应的特征 向量； 

(2) 求矩阵 A . 

解 （1) 由于6是 A 的二重特征根，故 A 的属于6的线性无 
关的特征向量有两个.由题设 Ctl ，02，03知， CU ，02是一个极大无 
关组，即 m ,02是 A 的属于特征值6的线性无关的特征向量. 

由秩 U )=2 知 | A | = 0, 故 A 的另一特征值 x 3 =0 .设对应 
特征向量为 a = ( xi ，％2，％3 )' ，则 a ; a =0， a ( a =0 ，即 

XI ~\~ X 2 =0 , 

2 x 1 + *2+ %3 =0 . 

解得方程组基础解系为《= ( —1 ，1，1 )'. 故 A 的属于特征值^3 = 0 
的特征向量为 
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c a = c ( — 1 ，1 ,1> ， , c 为非零任意常数. 

(2) 令 ，02，(0,则 

6 0 0 6 0 0 

P l AP = 060，& A = iP 060. 

0 0 0 0 0 6 

01—1 422 

又尸 _1 = 1/3 —1/3 2/3， 从而 A = 2 4 —2 • 

-1/3 1/3 1/3 2 — 2 4 

第四节线性空间的值域与核不变子空间 

主要内容 

1 .定义 1设4是线性空间 F 的一个线性变换全体像 
组成的集合称为 值域 ，用 ) 表示.所有被4成零向量的 
向量组成的集合称为 核 ，用 I 1 (0) 表示. 

( 0 ) 都是 F 的子空间 .4 F ) 的维数称为 L 秩， 
I 1 ( 0 ) 的维数称为零度. 

2 .定理1设是 n 维空间 F 的线性变换， e !， e ，…， e „ 是 F 
的一组基，在这组基下矩阵是 A ，则 

(1) 。猶值域乂 F ) 是由基像组生成的子空间，即 
) = L ) ，… )). 

(2 ) 秩 ( 4 = 秩(^4) . 

3 .定理 2 设 | m 维线性空间 F 的线性变换.则 jF ) 的 
一组基的原像及 I 1 ( 0 ) 的一组基结合起来就是 F 的一组基，且 
有 

。嫌 J 秩+1痛 J 零度 = n . 

推论 对于有限维线性变换，它是单射的充分必要条件是它 
是满射. 
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4 .定义 2 设 ％ 是数域 P 上线性空间 F 的线性变换，是 
V 的子空间.如果 W 中的向量在 if 的像仍在 IF 中，即对于 1 T 
中任一向量自，有 W ，则称 IF 是■^的 不变子空间 ，简称 
^子空间. 

i 子空间的和与交还是 i 子空间. 

5 .定理 3设线性变换 L 特征多项式为 / a ) ，它可分解成 
一次因式的乘积 

f ( X )= (X 一 h ) ri (X — X 2 ) r 2 … （入 — Xs )〜 ， 

则 F 可分解成不变子空间的直和 

F = Fi ㊉ F2 ㊉ … ㊉ y s ， 

其中 

F,.= {y(j-w4=o ， eeF} • 

疑难解析 

研究不变子空间有什么意义？ 

答设^线性空间 F 的线性变换，是~名的不变子空间， 
由于见中向量在 if 的像仍在 1 T 中，因而可能不必在整个 F 中 
来考虑4而只需在 1 T 中考虑 i 从而简化线性变换 i 

因此，如果 F 能分解为若干个关于。猶不变子空间恥，恥， 
…的直和，那么对 F 的线性变换~_研究就可以归结为对各 
个子空间％，•••的直和的研究. 

设7可分解为若干个 J ■子空间的直和， S 卩 F=lFi ㊉ R 7 ：； ㊉…㊉ 
Wk 在每一^ J 子空间 1 T , 中取基 ea ，&2，•••，&„, ( ； '=1，2，…，*)，它 
们合并后得到 F 的一组基，则在这组基下、猶矩阵具有形式 
Ai 

Az 

• f 

Ak 

其中 A (户1，2,…， A ：) 是在基 ea ，…，％下的矩阵. 
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方法、技巧与典型例题分析 


例1设 £1，£2 ,£3，& 是四维线性空间 F 的一组基，已知线性 
变换 I 这组基下的矩阵为 

10 2 1 
-12 13 
A= 1 2 5 5 • 

2-2 1-2 

(1 ) 求 基 T]l — Q —2 £2+01， TJ 2 = 3£2 — £3 — 01 , T )3 = £3 + 
01 , rj 4 = 2 et 下的 矩阵； 

(2) 求 j 核与 值域； 

(3) 在核中选一 * 组基，把它扩充成 F 的一^组基，并求 j 
在这组基下的 矩阵； 

(4) 在值域中选一^组基，把它扩充为 F 的一'组基，并求 j 
在这组基下的矩阵. 

解 （1) 由题设知，由基 £1，£2，£3，84 到 rji ， ％ ， ％ ， r )4 的过 
渡矩阵 

1 0 0 0 

一2 3 0 0 

^ 0 -1 1 0 9 


故基外，作，9，#下的矩阵为 


2 


一 3 


3 


2 


P AP = 


2/3 -4/3 10/3 10/3 

8/3 -16/3 40/3 40/3 


0 1 -7 -8 

(2) 在核 (0) 中任取一向量 

5= (£1 ，£2，£3 ，01 )= (%1 9 X 2 ,%3 , X 4 ) , 

因为所以 

A(a ；1 ,%2 ,%3 ,%4 ) — (0 ,0 ,0 ,0 ). 
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解此齐次线性方程组得 


XI = — 2 xs — X 4 9 X 2 = — X 3 — 2 x 4 9 X 3 = X 3 9 X 4 = X 4 . 

得基础解系 (-4,-3 ,2 ,0/ ,(-1,-2 ,0,1 y ，于是 

5i = 一 4ei 一 3e2 + 2e3 ， ^ =一 ei 一 2^2 + ei 

是 (0) 的一^组基.故 (0)— L (5 i ， S ). 

因为 A 的秩与 ^ei )的 秩相等，而 A 的 
前两列向量线性无关，而任意三列向量线性相关.故 ) ，^£2 ) 
是一个极大无关组.知 

) = Z/(^^£i ) £2 ) £3 )^6i ) ) = L(o^£i ) £2 )) • 

(3) 由题 (2) 知&，色是 I 1 (0) 的一组基，由于 

10-4-1 
0 1 —3 — 2 

(£1 ，£2，5，& )= (£1 ，£2，£3 ，©1 ) ^ ^ 。 八 = (£1 ,£2 , £3 9 Sl )E , 


0 0 0 1 

知 £ l ，£2 ，5 l ，$2线性无关，所以是 F 的一^组基.从而 J 在基&，£2， 
& ， S 下的矩阵为 

5 2 0 0 


RAR = 


9/2 

1 


10 0 
2 0 0 


2 -2 0 0 

(4) 同理，由于€2 ) 是 ) 的一 * 组基，而 

1 0 0 0 


C4& ) ，^;£2 )，£3 ,01 )= (ei ,£2 9 E3 ,81 ) 


一 1 


2 0 0 

2 1 0 

-2 0 1 


= (ei ,£2 ,£3 ,01 )R . 

知£2 ) , £3 , 81 线性无关，所以是 F 的一 * 组基， J 在基 
jei ) ,^£2 ) ,£3 ,01下的矩阵为 
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例2设 F 是复数域上的《维线性空间 ，义 f 是 F 的线性变 
换，且及4 证明： 

(1) 如果 L 是&都 J 一特征值，则是_不变子空间； 

(2) 43至少有一个公共的特征向量. 

证 （ i ) veev\ ，^: f )=省,4)=篇1专 ）=〜 （f )，故 
及？)6叭，即 h 是細不变子空间. 

(2) 肩是的一个线性变换，在复数域 C 上，， F & 必有 
特征值&，故3 ee ，¥ o ，使 i e )= w . 由于 ee 以，故必有 
^^$)= Ao 自，从而知？是3的一个公共特征向量. 

例3设％是《维线性空间 f 的可逆线性变换，若 if 是 
不变子空间，证明 1 F 也是 I 1 的不变子空间. 

证若 1 F 是零子空间，结论显然成立. 

若 1 T 不是零子空间，则任取 1 T 的一组基 CQ ，02，… ，&后 ，可 
知 j CU ) ， j 02 ) ，…，4①池是 1 T 的一组基.故 v a e ，有 

a = ki ^ ai )+ fe^os )+ •••+ h ^^ a r ), 

(a )=^ _1 <Hki cu + fc osH - h/c r ar )) 

=h oa ~h k az ~h•••+h . 

因为 A:iai + fca2 + … + fca r € lF ， 所以 1 ( a ) €i IF . 故 IF 也是 
I 1 的不变子空间. 

例 4 线性变换任意一组特征向量张成的向量空间一定 
是~_不变子空间. 

证设 If = i ( jp ， JC 2 ，…， X , ) ，其中 JC . 满足 jx , )= A ^. ( i = 

1，2,… , s),V aeW ,^ 

a=a JC1+C2 jis + "*+ CsXs , 

^a)=a^xi )~\~a^Xi )H - 'rcs^Axs ) 



=a Aj X1 + C2 X2JC6 + … +Cs 入 sX!. 

所以， IT 是 J 不变子空间. 

例 5设 R" 的线性变换 i 在基 ca ，02，…， a ■下 的方阵可表 
示为对角形，且对角线上元素互异，求有不变子空间，问共有 
多少个？ 

解由例4知，对任意的 k , W = L ( ai , ) 都是。猶不变 

子空间 . 

若 ri^R ，n) ^ 。猶不变子空间，则』=4叭是％上的线 
性变换，它的特征值是。猶特征值的一部分，不妨设为;^ A ，…， 
Xr , r ^= dim W l ，故存在 pi ，择，…，艮6 ]Fi ， 使 译 )=Aa [i ，…， 
^( Pr)=XtPr .由于 J (译 ）= ） ，所以 P； 也是。猶特征向量，从 
而 p ； = fca, ，/ Ci#0; 于是 Wi = L(li ,p! ，•- - ,p r )=i(ai ,ce ，•- - ， a r ) ， 
即知所有不变子空间均可由特征向量张成.有 

1+ci+dH — her 1 +1=2-( 个）. 

例 6 若 J 3，…， J 是线性空间 F 的 s 个两两不同的线性变 
换，证 明:在 F 中必存在向量 a， 使 J(cOj^#(a)，"-j^(a 池两两^同. 

证 令 F.). = { a | F，J(a)= 山 （ a)} (i,j=l ,2 ，•- • ，^ ) . 

因为 J(0)=j(0 )=0, 即 OGF, ，所以 h 非空.又由题设可 
知，对于每两个 J 和总存在一个向量 P， 使得』(扪乒4(扪(否 
则，V阳 F ，都有 j) ，所以 Fiy 是 F 的真子集. 

设 a,PG Vij ,M a+ P>d(a+ P) ，即知 a+ 阳 h ; 又 
^( ka )=^( ka ')=^ > ka^Vij ,IP kaGVo .从而 Fs 是 F 的真子空间. 

a) 若 h 都是 f 的非平凡子空间，则由第六章第五节例 i6 
知， F 中至少有一向量不属于所有的 h .不妨设 a $ Vij Jl| JU) 
#(a) ( i , j= 1，2 ，…， s) ，即知存在向量 a， 使 』(a) ,^(a) ，…， 
J(cO 两两不相同. 

(2) 若 Vi 中有 F 的平凡子空间 F,。,。 ，则只能是零空间， 
此时，只需 a^O ，就有 cO 乒 4( cO . 所以可以不考虑这样的 
V, oJo .其余情形就可以归结为 (1) 所述的情形. 
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例 7 设％是有限维线性空间 F 的线性变换 ，是 F 的子空 
间，^4见 ) 表示由 1 T 中的向量的像组成的子空间，证 明： 

维 (^41 T ))+ 维 d 1 (0)门见）=维（见）. 

证设子空间识是 mi 隹的， 的子空间 I 1 (0 )fl IF 是 r 维的， 
任取 r 维子空间一组基 s ， e ，•••，&，并将其扩充为 IF 的一组基 e ， e ， 
…， & ， &+1 ， … ， 6n .由知 )=0 )=()/.• ^£r )=0 ， 则 

W ) = ( £1，£2 ,••• ,£r ,£r+l ,••• ,£m ) 

=L(o^l ，…，… ) 

~ L (,^^r+ 1^r+2 ,*** ). 

再设存在 Ar +1， A ： H ~2 ，…， A ： m ，使 

kr +1 (^ r +1 )+ kr +2 ( jr +2 。十…十 A：m (^m )~0 , 

即 ^7^kr+l £r+l + kr+2 £r+2 *•*+ kmZm )~0 , 

于是 kr+1 £r+l + fcr+2 Sr+2 + … + A：m £；m € (0 ) fl W . 

所以 ^kr+l £r+l + A ： r+2 £r+2 + … + A：m £；m 可以由 (0 ) fl IF 的基 Si ， 
£2 ， ••• ， & 表出•不妨设 

kr+1 £r+l H - kr+2 £r+2 H - * * * H - A：«i £m ~ fo £l _ r* , * _ T krZr , 

贝 ! J 由 £l ， E2 ，•- - ,£r ,£^1 ，… ， Z m 是一组基知 , kr+l = kr +2= = km = 

0 ，所以 jer +1 ) ,^^£ r +2 ) ,*** )线性无关，是 IF ) 的一 ^ 组基， 

于是维 d )= w — r •故 

维 lm )+维 d 1 ( o ) n 维 ( w ) • 

例 8 设是 n 维线性空间 F 的两个线性变换，证 明： 

秩參秩 ( J + 秩(屬 一 

证在线性空间 F 中任取一组基，设线性变换在此组基 
下的矩阵分别为 A 则 i 在此组基下的矩阵为.因为线性 

变换的秩就是它在任一组基下矩阵的秩，由第四章第三节例6知 
秩 (AB )>秩04 )+ 秩 ( B ) — n . 

故相应的线性变换有 

秩參秩 ( J + 秩(屬一 

例9设 JJ ，…， J 为线性空间 F 的线性变换，满 足： 
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(1) ( i = 1,2 ,••• , 5 )； 

(2 ) 0 ( v9^j ;i 9 j = 1 ?2 ,••• , 5 ). 

证明 : V =^( V )+^( V)~I - h ^( V )+ f ]^ 1 (0) • 

i = 1 

证 V a^V ，令 P = a — J ( a )— J ( a )— … 一 J ( a ) ，则 

P) = cl) — Ai (a)—0 (Z = l ， 2 ， … ， s ) ， 

从而知阳 fl ^ -1 (0) .于是 

i=l 

a = P +』（ cO +』（ a )+〜+』( a ) 

:+…十 )+ n ^ -1 (0), 

i = 1 

故 )+)+ … +)+ fU " 1 ( o ). 

i = 1 

设 J(cxi )+ J ( a 2 )+ … + J ( cO +7=0 ， 

at )G^(F), yG (0), 

£=1 

则 

^[^(oa )+^(o 2 ，十 … - ! - J(as )+7]—^(a )—0 (t=l ,2 ,••• , 5 ). 
从而知 7=0 ，即零元素分解唯一，故 

V=^(V)+^(V)~I - h^(V)+n^ ( 0 ). 

i = 1 

例10设 J = 证明： 

(1) ^ 相同值域的充分必要条件是 為 

(2) 有相同核的充分必要条件是 

证 （1) 必要性若 4 F )=^ F )， 则任取 a 6 F ， 有 J ( a)e 
屬 F )= 4 F )， 故存在向量阳1/，使屬00=4(3)，于是 

( P )=^ P )=^ a ). 

由 a 的任意性知， 

同理可证 

充分性若^^=篇惠#=乂则任取 ja)G ) GF ，有 
同理 MV )^^ V ) .所以 ^4 V )= MV ) ，即有相同值域. 
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(2) 必要性若 J 1 (0 )=f 1 (0) ， 则 V pe F ， 作 ，因为 

—— ^ (P) = l y^P) — ^^P) = 0 ， 

所以 (0)=^ (0)， 于是有 

及 P — — (及 4 P =0 ， 即 MP )= 

由 P 的任意性知 ， H 
类似可证 H 

充分性若则 V aG ^^ 1 (0) ，由于 
Ma )= { M ^ a = M ^§ n )= MSi)=^S , 

所以 a ^ M 1 ((^，从而^⑷秦，…). 

类似可证 (0)21 1 (0) .从而 W 1 (0)=1 1 (0)，即 爲％ 

有相同的核. 

第五节若尔当标准形与最小多项式 

主要内容 

1 .定义 1形式为 

X 0 ••• 0 0 0 

1 入… 0 0 0 

JHt、 = . . 

0 0 … 1 入 0 

0 0 … 0 1 X tx t 

的矩阵称为 若尔当 ( Jordan ) 块 ，其中 X 是复数.由若干个若尔当块 
组成的准对角矩阵称为 若尔当形矩阵 ，其一般形状如 

Ai 


A2 


其中 


A 


Ar - 
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式中; ^ A ，…， X , 可以有部分相等. 

在一个线性变换的若尔当标准形中，主对角线上的元素正是 
特征多项式的全部根(重根按重数计算）. 

2 .引理 n 维线性空间 F 上线性变换满足 J ^=(9, k 是某 
正整数，就称 M } V 上幂零线性变换.对幂零线性变换篇 F 中必 
有下列形式的一组元素作基. 

ai 02 ••• a , 

及 cu ) ^02 ) … jSia .,) 

1 ( ai ) 愈 1 (os ) … 务 1 ( a ,) 

(ai )=0) ( J * («2 )=0) … (^( a ,)=0) 

于是，屬在这些基下的矩阵为 



定理1 设^复数域上线性空间 F 的一个线性变换，则在 
V 中必定存在一组基，使这组基下的矩阵是若尔当形矩阵. 
定理 2每个 a 级复矩阵 A 都与一个若尔当形矩阵相似. 

3. 任给数域 P 上一个 n 阶矩阵 A ，总可以找到数域 P 上一个 
多项式 / U )， 使 /( A )=0 .以 A 为根的次数最低的首项系数为1 
的多项式称为 A 的 最小多项式. 
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引理 1 矩阵 A 的最小多项式是唯一的. 

引理2 设 〆 ％)是矩阵 A 的最小多项式，则 /( x ) 以 A 为根 
的充分必要条件是 gU ) 整除 fix '). 

引理 3 设 4 是一个准对角矩阵 A = & ，并设 A 的最 

A 2 

小多项式为 gl ( x ), A2 的最小多项式为( X ) ，则 A 的最小多项式 
为 gl ( x ), g2 (*) 的最小公倍式 [gl ( x ) , g2 ( x ) J . 

引理 4 级若尔当块 



J = aE = •. •. 

1 a 

的最小多项式为 （％ — aV ". 

定理 3 数域/ 1 上 n 阶矩阵 A 与对角矩阵相似的充分必要条 
件为 A 的最小多项式是/ 1 上互素的一次因式的乘积. 

推论 复数矩阵 A 与对角矩阵相似的充分必要条件是 A 的 
最小多项式没有重根. 


疑难解析 

若尔当块与若尔当矩阵有什么意义？ 

答 对于数域 P 上 a 维线性空间的一组基，线性变换— 
个矩阵 A 相对应，在不同的基下对应的矩阵是相似的.我们自然 
希望 A 的形式越简单越好，这样研究和使用起来都更为方便.矩 
阵最简单的形式莫过于对角矩阵，但并不是每一个线性变换都有 
一组基使它在这组基下的矩阵成为对角形.因此，转而寻求另一种 
较为简单的形式：由若干个若尔当块组成的若尔当形矩阵.若尔当 
块是比较简单的下三角矩阵，故若尔当形矩阵也是下三角矩阵. 
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方法、技巧与典型例题分析 


13 16 14 

例1求矩阵 A = —6 —7 — 6的若尔当标准形. 

一 6 -8 一 7 

入一 13 -16 -14 入+1 — 2 -14 

. C2 + C3 

解 AE - A = 6 X +7 6 ^ +(3 0 X +1 6 

6 8 A .+7 — X —1 1 —X A .+7 

入+1 — 2 -14 10 0 

— 0 入+1 6—01 0 ， 

0 0 入 一 1 0 0 (入+1) 2 (入一1) 

得 A 的初等因子为 X — 1 ， a+i ) 2 .它们所对应的若尔当块分别为 


/ = ( 1 ) , Ji 


-1 1 
0 一 1 


1 0 0 

故 A 的若尔当标准形为/= 0 —1 1 . 

0 0—1 

例2 设 F 是复数域上的 n 维线性空间，而线性变换 i 在基 
& A ，…， e„ 下的矩阵是一若尔当块.证明： 

(1) V 中包含的子空间只有 F 自身； 

(2) F 中任一非零 i 子空间都包含; 

(3) F 不能分解为两个非平凡的子空间的直和. 

1 正 (1 ) ,£2 ,••• ,£n ) = (ei ,£2 , • • • , £n )A , 

其中 A 为一若尔当块. 

设 r 为 L 任一不变子空间，且& er )er .由于 

乂 a )= ki + e? ，故 e F* . 

同理£5，&，… ，& ■er .因此， r=F. 

(2) 设 IF 为。猶任一非零不变子空间，不妨设?= 
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2 fce. .由于 fc，fc ，…丄不全为零，可设 fc 是第一^不为零的数. 

i= 1 

n n ~1 

^5)— ki^ti )= 工] ^ i+l )~\~knXZn 

i= 1 i= 1 

n n ~1 n ~1 

— X kj^j+i = X5 + kjtj+i . 

i= 1 j= 1 j= 1 

n — 1 

因为 A： j £ j+i G W . 

j= i 

n — 1 n~2 

令 5l = > : kj £;'+ 1 - 5l )— X6l ~\~ 〉: kiti+Z W ； 

j= 1 i= 1 

nr~2 n - 3 

令 ^2 = 〉: kiti+2 = ^ > S )— A.^2 〉: /CiEi+3 W . 


如此继续，则有 h = D kiei +( n - o = D •由于 fa = fc = 

i= 1 i= 1 

— = fo - i =0 ，故 5 n - i = ktZn •又由 h ^ O ^^ Zn^lW . 

(3)设^ ， F 2 是屬两个非平凡子空间，由题 (2) 知， 
f ] V 2 ，故和 Vi + V 2 不是直和，所以 F 不能分解成 J 的两个非平 
凡子空间的直和. 


例 3 求下列矩阵的最小多 项式: 





3 一 1 

-3 1" 


"0 0 1" 


一 1 3 

1 -3 

(1) 

0 10 

; (2) 

3 -1 

-3 1 


-10 0- 


- -1 3 

1 -3 - 


解 （1) 矩阵 A 的特征多项式 


入 0 

| XE~A |— 0 X —1 

一 1 0 


-1 

0 =(入一1) 2 (入+1). 

入 


由于 A 的最小多项式为 a —1 ) 2 U+ 1 ) 的因式，计算知 A - E ^ o , 
A+ 於0，而 ( A ~ E )( A + E )= 0，故 A 的最小多项式为 

(入 一 1 )( 入+1 ) • 
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(2) 矩阵 A 的特征多项式 


IAE—A |= 


X —3 1 3 —1 

1 X —3 —1 3 

—3 1 入 +3 —1 

1 —3 —1 入 +3 


由于 A 的最小多项式为; V 4 的因式，计算得 A ^ O , A z = 0.故 A 的 
最小多项式为入 2 . 

例4 设 A 是数域 P 上任意 n 级方阵，证 明： 

(1) 方阵 A 的最小多项式整除以 A 为根的任何多 项式； 

(2) A 的最小多项式存在，且是唯一的. 

证 a ) 设 & a ) 是 a 的最小多项式，而 / a ) 是任一以 a 为根 
的多项式.令 /(\)=<?(\)贫(\)+ r ( AJ ，式中 r ( A 0 = 0 或「(\)次< 
〆 入)次，则 

f ( A )= q ( A ) g ( A )+ r ( A ). 

因为 / U )= gU )=0, 故 rU )=0 .由于 & a ) 是 A 的最小多项式， 
故 ra )= o ^> ga )|/ a ). 

(2) 设 / a )= |证一 A I 为 A 的特征多项式，则依哈密顿-凯莱 
定理，/ ( A )=0 ，知最小多项式存在. 

设# a ) ，步 a ) 都是 a 的最小多项式，则由题 a ) 知#⑴ | 
g 2 ( 入)，(入 ） |gl (入)，而 gl ( A .) (入)首项系数均为1，故必 gl ( A .) = 
炉 a )， 即最小多项式唯一. 

例5 证明 :相似 方阵有相同的最小多项式. 

证 设方阵 A 与 B 相似，即存在可逆矩阵 P ， 使 B=P AP . 
又设 A 与 B 的最小多项式分别为( X) ，gs ( X )，则 
gi ( B )= gi ( P ^' AP )= P ^' g ! ( A ) P =0 . 

但是， b 的最小多项式整除以 b 为根的多项式，故 gs a ) a ). 
同理可得 gl ( X ) | g 2 ( X ) .而 gl ( A .) , g 2 ( X ) 首项系数都是 1 ，所以 
gi ( A .)= gz ( A .) .命题得证 . 
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第八章 X - 矩阵 


入-矩阵的引人，可以更好地研究矩阵在相似变换下的化简 
问题. 


第一节 X - 矩阵在初等变换下的标准形 
不变因子 

主要内容 

1 . 以多项式环 尸|>] 中多项式为元素的矩阵，称为 V 矩阵. 
入-矩阵有加、减、乘及多项式乘以矩阵的运算，有与数字矩阵 
相同的运算法则. X - 矩阵也有行列式、余子式、代数余子式和伴随 
矩阵的概念. 

定义 1若 : V - 矩阵 Aa ) 中有一个 r ( r>l ) 阶子式不为零，而所 
有 r ~ hl 阶子式都为零测称 A ( X ) 的秩为 r . 

零矩阵的秩规定为零. 

定义2 若有一个 nXn 的 X - 矩阵 B ( X ) 使 
Aa ) BCX )= BCX ) A ( X )= E , 

式中£是《级单位阵，则称 nXdM - 矩阵 4(\)是可逆的.趴入) 
(是 唯一的 ) 称为 Aa ) 的 逆矩阵 ，记为 ^ r 1 a ). 

定理 1 一个 nXra 的 : V - 矩阵 a a ) 可逆的充分必要条件是行 
列式 | Aa ) I 是非零的数，且有 

A " a)= T405i A * a) - 

2 .定义 3下面的三种变换称为 X - 矩阵的初等 变换： 
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(1) 矩阵的两行(列 ) 互换位置; 

(2) 矩阵的某一行(列 ) 乘以非零常数 c; 

(3> 矩阵的某一行(列 伽另 一行的 ? ayi 音 ，? a ) 是人 的多项式. 
与数字矩阵一样 ， x - 矩阵也存在与初等变换相应的初等矩阵. 

3 . 定义4若 Aa ) 可以经过一系列初等变换化为 Ba )， 则 
称 X — 矩阵 a a ) 与 Ba ) 等价 . 

等价具有下列性质： 

a ) 反身性每一个 X - 矩阵与自己 等价； 

(2> 对称性若 Aa ) 与 Ba ) 等价，则 Ba ) 与 Aa ) 等价； 

(3) 传递性若 Aa ) 与 ea ) 等价， Ba ) 与 ca ) 等价，则 a ⑴ 
与 ca ) 等价. 

矩阵 Aa ) 与 Ba ) 等价的充分必要条件为存在一系列初等矩 

阵户，只 ，…，只，0，0，…， © ，使 

盔（入)=只户 2 … P / B (; v )0 ，…，0 . 

或存在可逆阵 pa ) 和 ga )， 使 

A(X)=P(X)B(X)Q(X). 

4. 引理设 X - 矩阵 A a ) 的左上角元素 ail ⑴尹 0 ， 且 A ( X ) 中 
至少有一个元素不能被它除尽，则一定可以找到一个与 Aa ) 等价 
的矩阵 Ba )， 它的左上角元素也不为零，但其次数低于阳 a ) 的 
次数. 

定理 2 任意一个非零的 sX « 的 : V - 矩阵 a a ) 都等价于下列 
形式的 矩阵： 

di ex) 

dz(X) 


d r a) 


① 


o 


0 
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其中 r ^ l , di ( X ) ( i = 1，2 ，…， r ) 是首项系数为 1 的多项式，且 
di ( X ) \ di+i ( X ) ( i=l ,2，•-- ，厂 1) .这个矩阵称为 4( 入)的标准形. 

5 .定义 5设 X - 矩阵的秩为 r ， 对于正整数 k , l < k < r , A ( X ) 
中必有非零的 A 阶子式 . A (: V )中全部 A 阶子式的首项系数为1的 
最大公因式认 a ) 称为 Aa ) 的 a 阶 行列式因子. 

定理 3等价的 X - 矩阵具有相同的秩与相同的各阶行列式因子. 
定理 4 I 矩阵的标准形是唯一的. 

6.定义6 标准形的主对角线上的非零元素 d ( X ), d 2 a )， 
… KX ) 称为 X - 矩阵 A ( X )的不变 因子. 

定理 5两个 X - 矩阵等价的充分必要条件是它们有相同的行 
列式因子，或者它们有相同的不变因子. 

定理6 矩阵 ACV ) 可逆的充分必要条件是它可以表成一系列 
初等矩阵的乘积，即 

A ( X )— P \ Pi ••• PiQ \ Q— … Q • 

推论 两个 sx «的 x - 矩阵 a a ) 与 Ba ) 等价的充分必要条件 
是，有一个 a ;可逆矩阵 pa ) 与一个 nx n 可逆矩阵 ga ) ，使 
Ba )= p ( X ) Aa ) Q ( X ). 

疑 难解析 

1. 怎样求矩阵的行列式因子？ 

答 依照定义求出 Aa ) 中非零 a 阶子式的首项系数为1的 
最大公因式认 a ) .通常先求较高阶的行列式因子.这样，可以通 
过较高阶行列式因子大致确定低阶行列式因子的范围. 

通过行列式因子求矩阵标准形一般步 骤是： 

计算各阶行列 式闵子 I — 计算不变因 i f ^ H 标准形 I 

一般适用易于计算各阶行列式因子的矩阵. 

2. 怎样由矩阵的行列式因子求 Aa ) 的不变因子？ 

答 设矩阵 A (入)的秩为 r ，行列式因子为 Di (入），/>2 ( 入），…， 
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Dr a ) ， Aa) 的不变因子为 d a ) ，忒 a ) ， … ， & a ) ，则 Aa) 的不变 
因子与行列式因子间有如下 关系： 

Di a)=di a )， 

z) 2 a)= d a ) 忒 a ) ， 

D r aw <k a) <k oo … ‘ a) • 

所以，不变因子可由行列式因子求得 
di a)= Di a )， 

忒 a)=z? 2 a)/Aa )， 


dr{\)= D r a)/Dr-i a). 

行列式因子与不变因子是相互确定的. 

方法、技巧与典型例题分析 

例 1证明 :两个 等价的 X - 矩阵的行列式只相差一个非零的 
常数. 

证 若 Aa ) 与 Ba ) 等价，则存在可逆阵 pa )， ga )， 也是 
入-矩阵，使 

Ba )= p ( X ) Aa ) Q ( X ), 

于是 \ B ( X ) |= \ P 00 \ | A ( X )| |0( X )|= a | A ( X )|&= a 6| A ( X )|, 
式中为非零常数. 

例 2秩为 n 的 n 阶^矩阵称为满秩的，问 : 满秩的 V 矩阵是 
否一定可逆？下列矩阵哪个满秩，哪个可逆？ 

10 1 1 入 0 

Aa )= 0入 - 1 入， B ( X )= 2 X 1. 

X 1 入 2 A . 2 + l 2 入 +3 

解 阶满秩 V 矩阵不一定可逆，如4 U ) 满秩但不可逆， 
ea ) 满秩且可逆. 

例 3化下列 V 矩阵为标准形： 
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X 3 - 入 2 入 2 
入 2 +5入3入 ； 

入 2 +入0 0 


1— 入入 2 入 

(2) X X —X ； 
1 + X 2 X 2 一入 2 


(3) 0 入 0 ； 

0 0 (入+1) 2 

0 0 0 入 2 

0 0 X 2 -X 0 

(4) ? ； 

0 (入 一 I ) 2 0 0 

入 2 -入 0 0 0 

3入 2 +2入一3 2 X —1 A . 2 +2 X —3 

(5) 4 X 2 + 3 X 一5 3入一2 A 2 +3 X —4 ； 

入 2 +入一4 X —2 X —1 

2 X 3 0 1 入 


4入 3 X +6 0 X +2 2 \ 


(6) 0 6入 入 2 \ 0 

X -1 0 \~1 0 0 


3入一3 1一 \ 2入一2 0 0 

解求 X - 矩阵的标准形，可用初等变换法和行列式因子法.对 
阶数较低的 X - 矩阵可用初等变换法，阶数较高时计算量太大，初等 
变换法的优点是可以同时求出可逆阵 pa ) 与 ga ). 行列式因子 
法见疑难解析. 

a ) 用初等变换求. 

n - r 2 3入入 2 + 5入 rZ X3 3入 入 2 + 5入 

C 1- C 2 2 X 2 X 3 —X T 2 ~ 2 \n 0 X 3 —10入 2 -3入 


入 0 

0入 3 —10入 2 —3 入‘ 

用行列式因子与不变因子关系求. 

因为 A ( X)=\,Lk a )= \ A ( X ) |= X 4 - lox 3 -3 A 2 ，所以不变因子 
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di a)= \，dz a)= a a)/a a)= 入 3 —ica—3 入， 

「 \ o 

o 入 3 —iox 2 —3 入 —‘ 

(2) 用初等变换法求. 


故 A ( X ) 的标准形为 


Aar 


"l 

入 2 +入 

入 — 


~ \ 入 2 + 入 

入 2 +入 _ 




C3 + X 2 Cl 



0 

0 

-入 

/ 

0 0 


-1 

0 

一入 2 - 


-1 0 

0 - 


0 

C3 — C2 

0 

_ C2 

_ 入 2 +入1 


入 2 +入 
0 
0 


0 

CZ *^ C 2 

^ 4 X (—1 ) 

Q n ㈠ 厂 3 


10 0 
0 X 0 

0 0入 2 +入 


(3) 用初等变换法求. 


Aa ) 


n + n + r2 
C3 — Cl — C2 


n —( 入十 1 ) r2 
rz ~\- 入 r 3 


入 2 +入 0 
0 \ 
入 2 + 人 X 

x 2 +x 

X s + x 2 

x 2 +x 


一入 2 —入 
-入 
1 

—入(入+1 ) 

\ 

\ 


0 

0 

1 


10 0 


0入 a + i ) 0 . 

0 0 入(入+1) 2 

(4) 用行列式因子法求. 

/) i ( X )= l , Dz (\)= X ( X - l ), 
Ds ( x )= x 2 a-if , Di (\)= x 4 ( x-iy , 
从而 di ( X )= l 9 d 2( X )= D 2 ( X )/ Di ( X )= X ( X - l ), 
ds ( X )= D 3( X )/ D 2( X )= X ( 入 一1) ， 

dA a)= d 4 (X)/d 3 cx)=x 2 (x-if . 

故 a ( x ) 标准形为 
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10 0 0 

0 X(X-l) 0 0 

0 0 X(X-l) 0 。 

oo o x 2 a~if 

(5) 用初等变换法求 . 

10 0 

A(X) 0 x-l 0 . 

o o (入 一 i) 2 a+i) 

(6) 用初等变换法将 AU) 化简，再用行列式因子与不变因子 
求标准形 . 

1 0 0 0 0 
0 — 入 2 0 0 0 

A(X) 0 0 X 0 0 ， 

000 x-l 0 
0000 l-x 

故 D\ (\)=1= Dz (X)= Ds (X) , 

A(X)= X(X-l), D^(X)=X 2 (X-l) 2 . 

从而 di (X)= dz (X)= dz (X)=l ， 

dA(X)=Di(X)/D3( X)= X( X-l), 
ch cx)=z)5 a)/z> 4 ( 入 ) = 入 2 (x-i). 

a u ) 标准形为 

1 0 0 0 0 

0 10 0 0 

A(X)= 0 0 1 0 0 . 

0 0 0 X(X-l) 0 

0 0 0 0 X 2 (X-1) 

例 4 求下列 ; V- 矩阵的不变 因子： 
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\-2 -1 

(1) 0 \~2 

- 0 0 


- a 


(3) 


(4) 


0 

0 

0 

0 



入 +1 
0 

(5) 0 
- 0 


p 

X + a 
0 
0 
0 

1 

入 +2 
0 
0 

入 +2 
0 
0 


X 一 2-i 

1 0 

0 1 

X~h a 0 



_ 入一 1 0 

0 

;(2) 

0 x -l 

0 

0 0 入 

-1 


-5 4 3 

X+2 - 


-p X+d 
1 X +2" 

X+2 0 

0 0 
0 0 - 
0 0 
0 0 
x-l 0 

0 X 一 2 - 


解可用行列式因子法求 . 

(1) Di (X)=l= Dz (X) ,Ds (X)= (X-2 ) 3 ，故不变因子为 
di (X)=(k (入 )=1 ， ch (X)=D3 (X)/D2 ( 入 ) = (入 一 2 ) 3 . 

(2) Di a)= D2 a)=l，Lh 00=1，Lh ( 人 )= |A(X) |=X 4 + 2X 3 
+ 3X 2 +4X+5 ，故不变因子为 

di (X)= dz (X)= dz ( 入 )=1 ， di (X)— X. 4 + 2X 3 + 3A? + 4X+5 . 

(3) 当 P=0 时 ， Ih (X)=D2(X)=0,D3(X)=a+af ,Da ( 入 ) = 
( 入 +a ) 4 ，故不变因子为 

di (X)— dz (X)— 1 , ch (X)— dA (X)— (XH - a) 2 . 

当 ¥0 时，依拉普拉斯定理按前两行展开，得 

Z>4 (/V)= [(X+a) 2 +j 2 , 

I 入 +a 0 1 


又由于 0 X+a P = (/\rha)[(/V+a) 2 + (3 2 ], 
0 — P - a 
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(3 1 0 

X~\~ a 0 1 — (3 2 — (X+a) 2 , 

0 — P X+ a 

而 ((X+a)[(X+a) 2 + P" ],P 2 —(X+af )=1 , 

从而知 Z>3 (X)=l,Di (X)=D2 (X)=l • 于是，不变因子为 

d\ (X)= (k (X) = (h (X)=l , (1a (/V)= [(X+a) 2 + p 2 ] 2 . 

(4) 因 

0 0 1 

0 1 入 +2 =1， | A (入 ） |=(入+2) 4 ， 

1 入 +2 0 

故 A (X)=Dz (X)=Ds (X)=l，A (X)= (X+2 ) 4 ，所以不变因子为 
d\ ( X )— di ( X ) = ds (入 )=1 ， (1a ( X )— (入 +2 ) 4 • 

(5) 有四个非零的三阶子式，分别为 

(入 一1)( 入 +1)( 入 +2) ，（入 一1)( 入 +1)( 入一2)， 

(入+1 )( 入一2 )( 入+ 2 ) ， (X 一1 )( 入一 2)( X~\~ 2 ) . 

所以 Z>3 (X)=l^ > D\ (X)=Dz (X)=l , 

Da a )= | Aa ) |=( 入 2 — l )( 入 2 —4) • 

于是，不变因子为 

d \ ( X )— c ?2 ( X ) = dz ( X )—1 , di ( X ) = ( A . 2 一 1)( X 2 — 4) . 

例 5 证明 

X 0 0 0 On 

一 1 X 0 0 On-l 

0 一 1 X … 0 dn-2 

• • • • • • • • • • • • • • • 

0 0 0 X az 

0 0 0 … 一 1 X~\~ ax 

的不变因子是 n-1 个 1 和 f(X ) ，其中 
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f ( X ) = \ n -\- OlX 1 1 + •••+ Oa-l X ~\~ On . 

证对 \ A ( X ) I 施行变换 n + Xn + i ，从 i + l = n 开始，可得 
0 0 0 … 0 f ( X ) 

一1 0 0 0 * 

\ A ( X ) \= 0-10 … 0 * 

••• ••• ••• ••• 

0 0 0 一1 * 

=f(X). ( 一 i) ( 1 + ") +( 『 1 )= /a )， 

又 Aa ) 中左下角的 n ~ l 阶子式等于（一 if 1 ，故有 

Dn-i Di ( X)=Dz ( X )= — = ZX -2 ( X )= l ， 

Dn ( X )= fa ). 

于是 di ( X ) = d 2 (入) = …二 dn -\ ( X )— 1 ， cL ( X ) = f ( X ). 

命题得证. 

例 6 设 A 是数域 P 上一个 nX ri 矩阵，证 明: A 与 /相似 . 
证因为逆一 A 与— 对应的子式恰为相互转置，所以 
它们对应的 A 级子式相等.从而 XE — A 与 —/有 相同的行列式 
因子和不变因子.故 A 与 A ' 相似. 

、0 0— 

例 7设 A = 1 X 0，求 
_0 1 I 

证 由第四章第一节例 2(7) 知 
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主要内容 


1.引理1若有^1父《数字矩阵 P 。 ，0，使 
XE-A=R(^E~B)Q, , 

则 A 与 B 相似. 

引理2对于任何不为零的 raX ^数字矩阵 A 和 X - 矩阵 U ( X ) 
与 va ) ，一定存在 X - 矩阵 ga ) 与 /? a ) 以及数字矩阵 t /。 和 v 。 ，使 
U(X)= (\E-A)Qa)+Uo , V(X)= Ra)(\E-A)+Vo . 

定理 1 设是数域 P 上两个 nX 矩阵 . A 与 B 相似的 
充分必要条件是它们的特征矩阵 m — A 与 人 E — B 等价. 

推论矩阵 A 与 B 相似的充分必要条件是它们有相同的不 
变因子. 

2 .定义1把矩阵 A (或线性变换 义的 每个次数大于零的不 
变因子分解成互不相同的一次因式方幂的乘积，所有这些一次因 
式方幂(相同的必须按出现的次数计算)称为矩阵 A (或初等变换 

^的初等 因子. 

3 .定理2两个同级复数矩阵相似的充分必要条件是它们有 
相同的初等因子. 

引理设 

“ 力（人)斧（人） 0 

A ( 入） 一 ， 

0 /2 (/V)g2 (A.) 

_ / 2 ⑴蛩 a) o 

HC a) = ， 

o 

如果多项式 /! a )，/ 2 a ) 都与 $ a ) ，步 a ) 互素，则 Aa ) 和 Ba ) 
等价，记为 Aa ) 〜 Ba ). 

定理 3 首先用初等变换化特征矩阵 XE - A 为对角形式，然 
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后将主对角线上的元素分解成互不相同的一次因式方幂的乘积， 
则所有这些一次因式的方幂（相同的按出现的次数计算 ） 就是 A 
的全部初等因子. 


疑难解析 

不变因子与初等因子有何关系？ 

矩阵 A 的行列式因子、不变因子与初等因子都是 : V - 矩阵在初 
等变换下的不变量. 

我们可以由 A 的不变因子求 A 的初等因子，其作 法是： 

若 a 的不变因子必 a )， 忒 a )， …， Aa ) 为已知，将 d , a ) 
( i=l ,2 , ， n ) 分解为互不相同的一次因式方幂的乘积 
da )= a— 〜 ）* n a-h 卢 2 … a — 沁） 〜， 
d >( X )=( X—h ) hl ( X—Az ) h2 — {\—\ r ) hr , 

dn{\)=a-~k a-h )〜 … (入 一 沁)、 ， 

则其中对应于的方幂 a — 入_ )〜(4> i 僦是 a 的全部初等因子. 

由 MX ) \ d ,+ ia ) (;'=1，2,…， 1 河知，在同一个一次因式 
的方幂作成的初等因子中，方次最高的 必在丄 a ) 的分解中出现， 
方次次高的必在 A-1 a ) 的分解中出现. 

也可由定理3不经不变因子直接求出 a 的全部初等因子. 

矩阵及其标准形、行列式因子、不变因子以及秩与初等因子之 
间的关系如图 8-1 所示^_ 



初等变换 


图 8-1 
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方法、技巧与典型例题分析 


熟悉初等因子与不变因子的关系，会求矩阵的初等因子，并通 
过初等因子讨论矩阵的等价与标准形等命题. 

例1求矩阵 


Cn~l 

~ k — a 

的不变因子与初等因子组.式中《 ( i = l ,2,- , n ~ l ) 为非零常数. 
解因为 AU ) 的行列式因子为 

Dia)=i, •••, Dn-i(\)=i, Dna)=a- a y , 

所以，不变因子为 

di (入) = 1 ， … ， dn-i (入) = 1 ， dn ( A .)= ( A . 一 a) n ， 

故初等因子组为 a — 

例2设 AU ) 为5阶 X - 矩阵，秩为4,初等因子为 X ， X 2 ，入 2 ， 
入 一 1，入 一 1，入+1，（入+1) 3 ， 求 A ( X ) 的标 准形. 

解 AU ) 的标准形也是5阶矩阵，秩是4，故 AU ) 的不变因 

子为 

忒 a )= o ， dA (\)= x 2 a - i ) a + if , 

ch ( X )— A ? ( X 一 1)( XH - 1) ， dz (入) = 人， d \ ( X )— 1 . 

于是 ， A ( X ) 的标准形为 
1 

\ 

x 2 (\ 2 -l) . 
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x 2 (\-i)a+if 


0 



例 3 证明下列方阵任何两个都不 相似： 

n n n 1 

A \ = n , M = n 1 , A — n 


证因为它们的初等因子各不相同，其 中： 

Ai 的初等因子为入一 n ，入 一 n ， X — n ， 

Az 的初等因子为（入一 n ) ，(入一 n ) 2 ， 

As 的初等因子为（入一 n ) 3 ， 

所以扈，▲，沁任何两个都不 相似. 

例4 i ^ AeMn ( P),di (入） ， 忒 a ) ，…， a a ) 为 a 的不变因 
子 > 是 a 的一个特征值.证明 a 的属于特征值 a 的初等因子的 
个数 t = n — 秩 O 五 一 A ). 

证设 A 的属于特征值 X 。的初等因子为 
(X — Ad ) ri , (X — Ao 户， … ， (X —X) )、，, 

则可知( X—; \o ) ri 是 A (入)的因子，（入一 Ao 户是 A-i (入)的因子 . 

( X — Xd 户是 dn-t+l (入)的因子•且 d ( X )，忒（ X ) ，… ， dn-t (入)不再含 
(入一 Ad ) 的方幂的因子，故 

G?1 (X) ) = 7 z ^0 9 G?2 (Ad ) = 7 z ^0 j •** ? dn—t ( Ad ) ： 7 z ^ ： 0 9 

丄 —H-i (Ao )=0 ，…， dn Ck>、 = Q • 

又知，存在可逆矩阵 PCX )，2 U ) ，使得 
di(X) 

dz(X) 


m)(XE—A)ga)= dr-t(\) 


dr ( X ) 
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di (X> ) 


则 PCX, ){~k>E-A)QCk ,)= 


dn-1 Oe 、 
0 


0 

因为 pa )， ga 河逆，所以尸 (l )， g ( L 池可逆 ，故 

秩 （ IE— ^4)= 秩（户 (；\0 )0£:— A)(2 (Ad ))=n—t. 

从而，知 A 的属于特征值 X 。的初等因子的个数 
t= n —秩 （h — A ). 

例5证明 : 复数域上方阵 A 与一个对角矩阵相似的充分必 
要条件是， A 的最小多项式没有重根. 

证 充分性设; VE—A 的不变因子为 c?i ( 人）， 忒 （ X )，…， 
么 a )， 则其最后一个因子 a a ) 是 a 的最小多项式.若 a a ) 无重 
根，则由 d , a ) \ d i+i a ) 知，每个 da ) 都无重根，故知 \ e - a 的初 
等因子都是一次的，从而 a 与对角矩阵相似(见下节定理3 ). 

必要性若 A 与一个对角矩阵相似，则 XE-A 的初等因子都 
是一次的，从而 a a ) 是不同的一次因子的积，所以 a a ) 无重根. 
由于 A 的最小多项式为 人 E — A 的最后一个不变因子 dn(X) ，故没 
有重根. 

例6在复数域中， a 阶方阵 A 的若尔当形矩阵中的若尔当 
块可否换为 

P a 


P a 

的形式？为什么？ 

解可以，因为其初等因子为 a — P r . 
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第三节矩阵的有理标准形 

主要内容 

1 .定理 1每个《级的复数矩阵 A 都与一个若尔当形矩阵 
相似，这个若尔当形矩阵除去其中若尔当块的排列次序外是被矩 
阵 A 唯一决定的，它称为 A 的若尔当标准形. 

定理 2设 | 复数域上 ri 维线性空间 F 的线性变换，在 F 中 
必存在一组基，使这组基下的矩阵是若尔当形，并且这个若尔 
当形矩阵除去其中若尔当块的排列次序外是被。摊一决定的. 

定理 3复数矩阵 A 与对角矩阵相似的充分必要条件是 ， A 
的初等因子全为一次的. 

定理 4复数矩阵 A 与对角矩阵相似的充分必要条件是 ， A 
的不变因子都没有重根. 

2 .定义 1对数域户上的一个多项式 

d(X)= A." + cb X" 1 + •••+ an , 

称矩阵 

0 0 … 0 — Cbi 

1 0 … 0 — On-1 

A = 0 1 . — dn-2 ① 

• • • ••• Q ••• 

0 … 0 1 — ax 

为多项式成;0的伴 侣阵. 

定义 2下列准对角矩阵 

Ai 


As 
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其中， A 分别是数域 P 上某些多项式 di ( X ) ( i = l ,2,- 的伴侣 
阵，且满足 d a ) I 泣 a ) 卜 • I (i a ) ，则称 a 为 p 上 一个有理标准 

形矩阵. 

3. 引理 1 式②中矩阵 a 的不变因子为 i ， i ，一， i，d a )， 
必 a )， …， da )， 其中 1 的个数等于 d a )， 忒 a )， …， ia ) 的次 
数之和 n 减去 s . 

定理 5 数域/^上 nX 方阵 A 在 P 上相似于唯一的一个有 
理标准形，称为 A 的有理标准形. 

定理 6设％是数域尸上 n 维线性空间的线性变换，则在 F 
中存在一组基，使 i 在该基下的矩阵是有理标准形，并且这个有 
理标准形由—决定，称为有理标准形. 

疑难解析 

1. 怎样求 一个矩 阵的若尔当标准形？ 

答设^为矩阵 A 的一个特征值，令 

tk = n ， m = (A — E) k Ck = 1 ?2 ,•••). 

作下表 


no m m ••• ru-i ru m+\ 


b\ hi h … bk bk+i 


ax cn az ••• ah ••• 

其中 bk = nk—i — Tik ， ak = bk — fo + i ，则： 

(1) & 等于 A 的属于特征值; V 。 的若尔当块(也是初等因子) 
的 个数； 

(2) * 等于 A 的属于特征值; W 的阶若尔当块(也是 H 欠初 
等因子)的个数. 

由此得出求矩阵 A 的若尔当标准形的方法有多种，但常用初 
等因子法与特征多项式法. 

初等因子法一般步骤如下. 
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第一步对 XE-A 进行初等变换，求出 A 的不变因子，从而 
得到 A 的初等因子.也可以由行列式因子确定 A 的初等因子. 

第二步若 A 的初等因子为 （ X — h 广 ， ( X — X2 Y 2 ，…， 
a — xy* ，分别写出相应初等因子的若尔当块 
A, 1 

X, 1 

Jr, (X, )= (l=l ,2，•- - ,S). 

1 

h 

第三步由若尔当块组成分块对角阵 
h ) 

Jr 2 (h ) 

J= • . 

A a ) 

特征多项式法一般步骤如下. 

第一步求 A 的特征多项式 |XE-A | . 

第二步求出 A 的所有特征值;V! A ，…，;I . 

第三步对每个入 ，计算 m=G4—Wy' 及&，《 0=1,2，•••）： 

w = n m m m-i ru ru +1 • • • 

bi fe … bk bk+i … 

ca az ak 

则 a, 即 A 的属于特征值沁的若尔当块的块数. 

第四步按第三步所确定的《，写出相应的若尔当形矩阵. 

2.关于矩阵的相似，有哪些常用的结论？ 

答常用结 论有： 

(1) 矩阵 A 与 B 相似的充分必要条件是它们的特征矩阵等价. 
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(2) 矩阵 A 与 B 相似 

与 B 有相同的行列式因子 
与 B 有相同的不变因子 
与 B 有相同的初等因子. 

(3) 相似的矩阵有相同的秩、迹、行列式、特征值、特征多项式 
与最小多项式. 

(4) 线性变换在不同的基下的矩阵相似. 

(5) 数域 P 上两个矩阵 A 与 B 相似的充分必要条件是它们 
在复数域上有相同的若尔当标准形. 

矩阵的相似是与数域无关的整体性质. 

3. 怎样求 A 的有理标准形？ 

答求 A 的有理标准形步骤 如下： 

(1) 求出诏一 A 的不变因子.因为秩，故不变因 
子为 d \ ( X)， dz ( X )，…， dn ( X ) • 

(2) 求对应的伴侣矩阵.设 A 的不变因子为 1，1，一，1， 
da )，( ia )， …， da )， 其中 

di (A.)= A." 1 + an A." 1 1 + •••+ai nj-1 JV+ainj , 

<k (X)= X ' 2 + CEl A ." 2 1 + •••+OE n 2 -l A.+CEnj , 

di (A.)= X"' + m X'' i+ •••+a>—i 入 + a• 

对应的伴侣矩阵为 

0 0 0 … 0 — axn^ 

1 0 0 … 0 — ca n x -i 

N \ = 0 1 0 … 0 — GQ '-2 ，…， 
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0 


0 


0 


— an 



0 


0 


0 


0 




1 0 0 0 — (hn s -\ 

Ns = 0 1 0 … 0 — (b n s -2 

• •• • • • • • • ••• • • • 

0 0 0 … 1 — (h 1 

(3) 将 W ，…，况组成有理标准形 

N ' 

N 2 

N= . . 

Ns 

方法、技巧与典型例题分析 


要求会求矩阵 A 的若尔当标准形和有理标准形. 


例1 

求下列复系数矩阵的若尔当标准形 




1 

2 

0 


13 

16 

16 

(1) 

0 

2 

0 ; 

(2) 

-5 

一 7 

一 6 


-2 

-2 

一 1 


-6 

一 8 

一 7 


3 

0 

8 


4 

5 

一 2 

(3) 

3 

-1 

6 ; 

(4) 

-2 

-2 

1 


-2 

0 

-5 


-1 

一 1 

1 


3 

7 

一 3 


1 — 

1 2 


(5) 

-2 

-5 

2 ; 

(6) 

3 — 

-3 6 

9 


-4 

-10 

3 


2 

■2 4 



1 

1 

一 1 


-4 

2 10 


(7) 

一 3 

-3 

3 ; 

(8) 

-4 

3 7 

9 


一 2 

-2 

2 


-3 

1 7 
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0 

3 

3 


8 

30 


-14 

(9) -1 

8 

6 ; 

(10) 

一 6 

-19 


9 ; 

2 

-14 

—10 


一 6 

-23 


11 

3 

1 

0 0 


1 

一 3 

0 

3 

一4 

-1 

0 0 


-2 

6 

0 

13 

(11) n 



； (12) 





7 

1 

2 1 


0 

-3 

1 

3 • 

一 7 

一 6 

— 1 0 


-1 

2 

0 

8 

解以 A 记题中各矩阵. 







入 一1 

—2 

0 

1 




(1) XE ~ A = 

0 

\ 一2 

0 

1 





2 

2 

入+1 


(入 2 - 

- i ) a -2) 


得 A 的初等因子是 X-l A+l , X -2 MA 的若尔当标准形为 

1 0 0 


0 - 10 . 
0 0 2 


入 一13 —16 -16 1 

(2) XE ~ A = 5 X +7 6 1 

6 8 X +7 ( X 一1 ) 2 ( X +3) 

得 A 的初等因子是 U — I ) 2 ， X +3 .故 A 的若尔当标准形为 

-3 0 0 


0 10 . 

0 1 1 

X 一3 0 —8 1 

(3) XE — A — 一3 入+1 —6 X +1 

2 0 入+5 a+lf 

得 A 的初等因子是 X + l ， u+l ) 2 . 故 A 的若尔当标准形为 

—10 0 


0—1 0 . 

0 1—1 
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X -4 

-5 

2 

1 

(4) XE - A = 2 

入+2 

-1 

1 , 

1 

1 

入一 1 

a — I ) 3 

得 A 的初等因子是 (入一 

I ) 3 .故 A 的若尔当标准形为 


1 0 

0 



1 1 

0 . 



0 1 

1 


X 一3 

一 7 

3 

1 

(5) XE ~ A = 2 

X +5 

2 

1 

4 

10 入一3 

(入 一1)( 入 2 + 1) 

得 a 的初等因子是入一 1 a — i a+i .故 a 的若尔当标准形为 


1 0 

0 



0 i 

0 . 



0 0 

一 i 


入 一1 

1 

-2 

1 

(6) XE - A = -3 

入+3 

一 6 

入 ， 

-2 

2 

入一 4 

入(入一 2) 

得 A 的初等因子是 X aa —2 .故 A 的若尔当标准形为 


0 0 

0 



0 0 

0 . 



0 0 

2 


入 一1 

-1 

1 

1 

(7) 3 

入+3 

-3 

入 ， 

2 

2 

\ 一2 



得 A 的初等因子是； V 义 . 故 A 的若尔当标准形为 


0 0 0 

0 0 0 . 

0 10 
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入 +4 

一 2 

-10" 


"1 

(8) XE-A= 

4 

X 一3 

一 7 

\ 

✓ 

1 


- 3 一 1 

X-7- 


(入一2) 3 - 


得 A 的初等因子是 U —2 ) 3 . 故 A 的若尔当标准形为 


2 0 0 " 

12 0 . 

0 1 2 - 



X —3 —3 


"1 

(9) XE~A= 

1 入一 8 — 6 

\ 

1 


- 一 2 14 入 +10- 


- xa+if- 


得 A 的初等因子是; VU +1) 2 .故 A 的若尔当标准形为 

"0 0 0 " 

0 —1 0 . 

-0 1 — 1 - 
"X-8 -30 14 1 r 1 

(10) XE-A= 6 入+19 -9 ^ 1 ， 

- 6 23 入 —11」 L 入 3 +30入— 8- 

解 ； V 3 + 30 X —8=0,得 

Xi= 3 ^4+ ^1016+ '^4-^1016 ， 
h = ⑴ 」 4+ \floi6~ho) 2 — \Hoi6 ， 

A 3 = a! '^4 + ^016 + go ^4 — \fl016 , 

其中 cu ^ — + + f i ， 则 A 的初等因子是 （X — Xi ) 9 ( X~h ) 9 ( X ~ 

h ). 故 A 的若尔当标准形为 

h 0 0 

0 X2 0 . 

0 0 As 
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X 一3 

-1 

0 

0 

4 

入+1 

0 

0 

(11) XE-A = 




-7 

-1 

\ 一2 

一 1 

7 

6 

1 

入 

1 

1 




1 

(入 一 I) 4 


得 A 的初等因子是 (X — 1 ) 4 .故 A 的若尔当标准形为 


1 0 

0 0 



1 1 

0 0 



0 1 

1 0 



0 0 

1 1 


入 一1 

3 

0 

-3 

2 

入一 6 

0 

-13 

(12) = 


入 一1 


0 

3 

-3 

1 

4 

0 

X 一8 

1 

1 




入- 

-1 



(X —1 )( 入 2 —14入+19 ) 

得 A 的初等因子是 (X—l) ,(X— 1 KA 2 —14X+19) ，故 A 的若尔当 


标准形为 

1 

0 0 

0 


0 

1 0 

0 


0 

0 7+ 30 

0 e 


0 

0 0 

7 — 30 

例 2 

将例 1 中各题看成有理数域上矩阵，写出它们的有理 
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标准形 • 

解利用例1结果，求出 A 的非常数不变因子，即可写出有 
理标 准形. 

(1) A 的非常数不变因子为 c ?3 ( X )= ( X+l )(/ V — 1 )(/ V — 2 )= 
A . 3 一 2 X 2 — X +2 ，故 A 的有理标准形为 

0 0-2 
10 1 . 

0 1 2 

(2 ) A 的非常数不变因子为 c ?3 ( X )= ( X — 1 ) 2 / V 3 + A . 2 

一 6 X +3 ，故 A 的有理标准形为 

0 0-3 
10 6 . 

0 1—1 

(3) A 的非常数不变因子为 cfe ( X )= X +1 ,dk 00 = (\+ 1) 2 = 
入 2 +2 X + l ，故 A 的有理标准形为 

—10 0 
0 0 - 1 . 

0 1-2 

(4) A 的非常数不变因子为 c ?3 (\)= (入 一 1 ) 3 = A ? —3 A 2 + 3入一 
1，故 A 的有理标准形为 

0 0 1 

1 0 一3 . 

0 1 3 

(5) A 的非常数不变因子为 c ?3 ( X )= ( X — 1 KA 2 + 1 )= X 3 —入 2 
+入一 1，故 A 的有理标准形为 

0 0 1 

10-1. 

0 1 1 

(6) A 的非常数不变因子为 c?2 ( X )= X,ch ( X )= X ( X — 2 )=^ — 


• 372 • 



2 入， 故 A 的有理标准形为 

0 0 0 
0 0 0 . 

0 12 

(7) A 的非常数不变因子为必 ( X )= X,(k U )= /，故 A 的有 
理标准形为 

0 0 0 
0 0 0 . 

0 10 

(8) A 的非常数不变因子为 c ?3 (入)=(入 一 2 ) 3 =入 3 —6 入 2 + 12入 
一8，故 A 的有理标准形为 

0 0 8 

10 —12 . 

0 1 6 

(9) A 的非常数不变因子为 c ?3 ( X )= 入(入+1 ) 2 = A 3 + 2 X 2 +入， 
故 A 的有理标准形为 

0 0 0 

10-1. 

0 1-2 

(10) A 的非常数不变因子为 A U )= X 3 + 30 X — 8，故 A 的有 
理标准形为 

0 0 8 

10 -30 . 

0 1 0 

(11) A 的非常数不变因子为 A ( X )= ( X~l ) 4 = X 1 —4 A 3 + 6 X 2 
一 4 X +1 ，故 A 的有理标准形为 

0 0 0 -1 
10 0 4 

010-6* 

0 0 1 4 
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( 12 ) A 的非常数不变因子为 A (入)= x - i ，忒 a )=( 入 一 1 )x 
(入 2 —14 X +19 )= A ； 3 —15 A 2 + 33 X —19 ，故 A 的有理标准形为 

10 0 0 

0 0 0 19 

0 10 -33 

0 0 1 15 

例3设％是〃维线性空间 F 上的线性变换， 

(1) 若 i 在 F 的某基下的矩阵 A 是某多项式的伴侣阵，则 j 
的最小多项式是 d ( X )； 

(2) 设 j 最高次的不变因子是成; V )，则 j 最小多项式是 
d(X). 

证 （1) 设 G ? (入）= Y+co V 1 + …+ Ora -1 入 + ，则 

0 0 … 0 — On 

1 0 … 0 — Oa-l 

A = 0 1 … 0 — Cln-2 , 


0 0 …1 — ai 

知 a 的不变因子为1 j ，…，1 ，^ a ). 有 

n-i 个 

d(X) = (X 一 h.Y l (X 一 ^2 Y 2 ••• (X 一 X Y s 9 

(n +r2 + H.+n = 几，入 沁 ( vT ^ 1 j)) 

故 a 的初等因子为 u —, cx -^ y 2 ，…， u —; n ，得 a 的若尔 

/i 

当标准形为 表 ' ，其中 

7 

h 

_ 1 X, 

Ji = . . (户 1，2，•••，$)• 

1 Xi 。 X 。 
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因为相似矩形有相同的最小多项式，所以可以得 A 的最小多项式 
为 da ) ，于是最小多项式为 da ). 

(2) 。嫌 J 最高次不变因子即。嫌 J 第 n 个不变因子 dn(X) ，于是 
d(X)= (La) .又有 diCX)\dn(X) (i=l ,2,-,n-l) ，则由非常数 
不变因子可以得到 MEV 的某组基下的有理标准形，利用题 (1) 
的结果以及第七章关于准对角矩阵最小多项式的结论可知 
最小多项式为 a a )， 从而得出最高次不变因子 ^ a) 即 ^ 
最小多项式. 

一 0 1 _ 

例4设益= 0 1 ，求/的若尔当标准形. 

..1 

- 0 - 

解因 

ro 0 1 1 


L 0J 

故 f 的特征值全为零.又秩 (A 2 )= n — 2 ，所以 f 仅有两个属于 
特征值零的若尔当块. 

由 A" = 0，A"— 1 乒0知，当 为奇数时， G4 2 V ^ O ,( A z )^ +1 
=0，则 A 2 的最小多项式为;^ ，A 的初等因子为;^，# +1 ;当 
为偶数时， G4 2 Y ^ O ,< iA 2 芦= 0,则/的最小多项式为 f，A 

的初等因子为 f .由此得出 

(1) 当 n 为奇数时，/的若尔当标准形为 

Jn—\ 

J 2 

J= r • 

(2) 当 n 为偶数时， / 的若尔当标准形为 
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h 


J= 


h 


例 5 当 a ，6， c 取何值时，矩阵 

4 5 -2 2 1 —1 

A = 一2 a 1 与 B = 一1 1 c 

b -1 1 110 

相似？ 

解若 A 与 B 相似，则它们的特征多项式相同，算得 
\XE — A |= A 3 — (5 + a)/V 2 + (5a~h26+15 )X — (2a~h5)(6+2 ) , 
I XE 一 B\ = )< — 3/V 2 + (4 — c)X — (2 — c ) ， 

比较对应系数，得 a = —2 , b = —1 , c=l •于是 

4 5 -2 2 1 —1 

A= 一 2 一 2 1 ， B= —1 1 1 . 

-1-11 110 
且 | XE — A |— |/ VE — B \= (X —1 ) 3 • 

又 秩 G 4 — E ) = 2 ,秩 ( B — E ) = 2 , 

从而得 A 与 B 的若尔当标准形均为 

10 0 


0 


0 0 1 
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第九章欧几里得空间 


通过欧几里得空间，可以引人度量的概念，使得空间除线性运 
算外还具有内积运算，使之更接近于几何空间. 

第一节定义与基本性质 

主要内容 

1 .定义1设 F 是实数域 R 上一线性空间，在 F 上定义了一 
个二元实函数，称为内积，记为（《，卩）.内积具有以下 性质： 

(1) (a,P)= ((3,a )； 

(2) a a ， p)=Ka ， p) ; 

(3) ( a + P ,7)= ( a ,7)+ ((3,7)； 

(4) ( a ， a )>0, 当且仅当 a =0 时， U ， cO =0. 

这里是 F 中任意的向量， A ; 是任意实数.这样的线性空 
间 F 称为欧几里得空间(简称欧氏空间）. 

欧氏空间的基本 性质： 

(1) (a,(3)= (P,a )； 

( 2 ) (oc，/(§)= (/ifi ， (x)=k(P ， a)=k((x ， P) ; 

(3 ) ( a , P +7)= ( P +7, a )= ( P , a ) + (7, a )= ( a , P )+ ( a ,7). 

2 . 定义 2 非负实数 j ( o :， oO 称为向量 a 的长度，记为 I 0： I . 

|A:a |= \k \ I a I . 

长度为 1 的向量称为单位向量 a 是一个单位向量. 

向量0：，@的夹角〈0：，[^有表示式 cos 〈 a 9 ^)= |(:|’$)| . 
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柯西-布涅柯夫斯基 ( Cauchy-ByHHKOBCKuu ) 不等 式:对 于任 
意的向量 a ， P ， 有 


|( a , P ) |< k || P |， 

当且仅当《，卩线性相关时，等号才成立. 

3 .定义3 非零向量 cx，p 的夹角 〈 cx ，(3> 规定为 

a 


〈 a , P ) = arccos 


kllPI ， 


0^( a , P )^7 T . 


定义 4 若向量的内积为零， g 卩 （ a ， p )=0, 则称 cx 与 P 正 
交或互相垂直 ，记为 ex 丄 P . 

成立三角不等式 


| a + P |< |a |+ | P | • 

当 a，P 正交时，成立 | a + P | 2 = |a | 2 + | P | 2 . 


若向量 ai ，02，•••，()：《两两正交，则成立 

| ai + 02 + •••+ a n | 2 = | ai | 2 + 102「’ + •••+ | a« | 2 . 

4 .设 F 是 n 维欧氏空间 ， a A ，…，^是 F 的一组基，对 F 中 
任意两个向量 


a = xi & I %2 ez-r*** - ! - , 


有 


P = yi ei + J 2 £2 + • • • + JnEn , 


(a,P) = Yj Yj ^ Xi Jj = 2 2 OijXijj = XAY . 

i= 1 j=l i=l j=l 

其中珣 = ( e , ，& )， X = (»，％ 2 ，…，％» ) , Y = {yi ,yz • , y » ) . A = 
(cUj )™ 称为基 Sl ，£2，•••，£<■ 的度量矩阵. 

不同基的度量矩阵是合同的. 

对非零向量《，若有（0 ( ，00=：^尤>0，贝_度量矩阵是正定的. 


疑难解析 
为什么要引入欧氏空间？ 

答 由于在线性空间中，向量之间只定义了线性运算，不能反 
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映几何空间中向量的度量性质，如长度、夹角等.因此，在线性空间 
中引人内积的概念，用向量的内积来表示向量的长度与夹角等度 
量性质，对于利用线性空间模型来处理实际问题是十分有益与重 
要的.引入了内积运算的线性空间就是欧氏空间. 

对于代数学中的欧几里得空间，读者要注意与泛函分析中内 
积空间、希尔伯特空间的联系与区别. 

方法、技巧与典型例题分析 

要求熟悉欧氏空间的概念，了解内积及其性质，能据此讨论关 
于欧氏空间与内积的一些问题. 

例 1设 A = (® ) 是一个 n 阶正定矩阵，而 

a = { x \ ,%2 ，… , Xn ), (3= (yi , y 2 ，… , y n ). 

在 R " 中定义内积为 （ a ， P )= aA |3'. 

(1) 证明在这个定义之下， R " 成为一欧氏空间. 

(2) 求单位向量 £1 = (1 ,0 ,••• ,0 ),£2 = (0 ,1 ,••• ,0 ) ,••• ,£„ = 
(0 ，0，…， 1) 的度量矩阵. 

(3) 具体写出这个空间中的柯西-布涅可夫斯基不等式. 

解 （1) 因为在 R " 中 ，有： 

( i ) 因为 A 是正定的，所以 A 是实对称的 , A ，= A ( a , P )= aA ^ 
= (otA^y = ^A 1 a = (3A = ( P, a )； 

( ii ) ( ka , P )= ( ka ) A [^= / c ( aAl ^ )= k ( a , P )； 

( iii ) ( a +(3, y )= ( a + P ) Ay ，= aAy +(3 A 7 ，= ( a ,7)+( P ，7)； 

( iv ) ( a , a ) = aAa ' = ^ ^ cujXiXj ,] fi | A 是正定矩阵，所以 

i= 1 j= 1 

X ] 2 OijXiXj ^ 0 •故当且仅当 （X = 0 时， （ cx，cO = 0 • 

i= 1 j=l 

从而， R ” 为一欧氏空间. 

(2 ) 设所求度量矩阵为 (&y ) ra x „ ，则 

bij = ( )— EtAs j = CUj . 
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所以 ,B=A . 


(3) ( a , P ) = ^ cuixiyi ； 

i= 1 / = 1 


(a,a) = oAa = 2 叫 XiXj •， 



(P ， P) = =22 cujyiyj • 

t = i y = i 

所以，在 R" 中，柯西-布涅可夫斯基不等式为 




cuj x iy j 


< ES 


CUj XiXj 


Is 2] 


cujyijj 


例 2 在 R 4 中，求 a ，3之间夹角〈 《，P〉 （内积按通常定义），设 

(1) a — (2 ,1,3 ,2 ) , P = (1 ,2 , 一 2,1)； 

(2 ) a = (1 ,2 ,2 ,3 ) , P = (3 ,1 ,5,1)； 

(3) a =( l ， l ， l ，2)， P =(3， l ，一 l ，0). 


解利用公式〈 a , P ) = arccos |(:|’|^| 求得 . 

(1) |a|= ^Il8 9 |P|= \f!^，(a，P)=0 ，故 


〈a ,(3) = arccosO = 


丌 


(2) |ct |=」18 ，叫=6 ，（a，(3)=18 ，故 


〈a , P ) —arccos 


18 


48 


arccos 


_ 丌 


(3) |a |=\17,叫= \fH，（a，P) = 3 ，故 

〈 a , P ) = arccos r- i —— —arccos — . 

七 dll 七 7 

例 3 d(a 9 ^)= I a —卩 I 通常称为 a 与 (3 的距离，证 明: 

d(a 9 j)^d(a 9 ^) + d(^ 9 j) 

证依据三角不等式 

|a— 7|= |(a—(3)+((3—y) |a~P|+ |P~ 7 | 
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即 d ( a , y )^ d ( a , P ) + d (^ 9 J ). 

例 4 在 R 4 中，求一单位向量与（1，1，一1，1)，（1，一1，一1， 
1),(2 ,1,1,3 ) 正交. 

解 设向量 a = (%1 ，％2，%3，%4 ) 与题给三个向量正交，则有 

XI + X 2 — xs X 4=0 ^ 

XI — X 2 — X 3 十％4=0, 

-2 x \~\~ X 2~\~ %4=0 . 

解此齐次线性方程组得 


A 


丄 


X 4 , X 4 — X 4 


X2=0 9 X3 

o o 

得解向量 a = (4 ，0 ，1 ，一 3) .单位化得所求单位向量为 
e = ~ (4 ，0 ，1 ，一3 ) • 


J 26 


例5设 cn ，02，•••，％是欧氏空间 F 的一组基，证 明： 

(1) 若 W V %使（7,⑴ ）=0 (户1，2，•••，"），则7=0； 

(2) 若，72 ，使对任一 ctGF 有 （7 i ， c 0= (% ， ct ) ，则 ％ = 


72 . 

证 （1) 设7= fc ai + fc ，则由 (7 9 ca )=0 知 
(7,7) = ( k.ai) = k,(7,a.) = 0, 

i= 1 i= 1 

故 7=0. 

(2) 由题设 ， V a^V ,(7 i ， a )= ( 72 ， a ) ，则当取 a =7 i — % 时， 
由 （7 i — 72， a )= 0 知 

(7 i —72 ,7 i —72 )=0^^7 i — 72 = 0^^71 = 72 . 

例 6 在欧氏空间 F 中，求向量 (1 ，1 ，…， 1) 与每一向量 

(0 

zi = (0 ，0 ，1 ，0，•••，()）（户 1，2，…，几)的 夹角. 

解 因为 

1 __ L 


cos^^' 


kl I 4x1 
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所以 9* = arccos (1 Ain ). 

例 7 证明 :对任 意实数 a ，•••， o •，有 

X I 6fc I ^ n(ca + «! + ••• + (L) • 

t = i 

证 设 a = ( oi ， ce ，…， )， P = (6 i ， fc ，…， bn ) ，假设 a V . 
令级= 0时 ，& = 1 ; a 9^0 时，& •由于 F 是欧氏空间，故 

有 

( a ， P ) 2 <( a ， a )((3， P ) ， 

而 （ a ，(3) = |ai |+ | ⑦ | 十…+ |山 | ， 

( a , a )= ca + J + ***+ cL , ( P ? P )—1 2 + 1 2 + ••• + 1 2 — n . 

BP ( 2 I a/ I) ^ n(cn + 02 + ••• + cL ) y 


所以 2 I 01 I ^ ~\~ d + ••• + (L ). 

t= i 

例 8 证明 :在一 个欧氏空间里，对于任意向量 cx ，(3, 下列等式 
成立： 

(1) | a + P | 2 + | a — P | 2 =2 |a | 2 + 2 | P | 2 ； 

(2) ( a , P )=~" | a + P | 2 — 士 |a — P | 2 • 

证 (1) 由内积的定义可得 
I a+ (3 | 2 + |a —(3 | 2 
— (a+ P , a+ (3)+ ( a —— P)(a —— P) 

=(a,a)+2(a,(3)+ (P,(3)+ (a , a)—2( a ,P) + (P ， (3) 

=1 | a | 2 + 2 | P | 2 . 

(2) 士 | a + P | 2 — 士 |a — P | 2 = ^[4( a , P )]= ( a , P ). 

例 9 设 o : 是欧氏空间 F 的一个非零向量 , ai , 02 ,, dm G 
V ，满足条件 

( ou ， a )〉0 ，（⑴ ， a _ / )^0 ( i 9 j=l ,2 ,••• ， m ， i 7^ j ) ， 

证明： cn ， a 2 ，…，^线性无关. 
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证设 A ：1 CQ + A ：2 02 + … ~h L (Xm = 0， A ：1 ， fe ，…， k 「> Q ， kr \~ l ， 
ZcH ~2 ，…， km <0 (1< A ^771)， 并令 

P= ki ca + A：2 02 + •••+ A>cx r = — kr+i a；+i — kr+2 a r +2 — ••• — kmOLm ， 

则 （ P ， P ) = (fc ca + fc 02 ~ h ••• ~h kra r ，— fc+i an-i — / ch -2 co +2 + … 一 kma m ) 

= 2 -J Aj ki (— kj 、（ OLi ， QLj ). 
i = 1 j = H-l 

由题设与假定条件知 ，( P ， P )<0 .又由内积定义知 ，（ p ， p )>0 ，从而 
得 ( P ， P )= o ，即 P=o .故 

k \ ai + hz 02 + •••+ k r a r = 0 ， 

kr+l ar +1 ~r kr +2 ar +2 + ***+ A：mam = 0 . 

于是 0 = (ki ai + fc 02 + •••+ A：rar , a ) 

— h (ai , a )+ fc (ok , a ) + ••• + A：r ( a r ， a ) ， 

0 = (kr+i an-i + kr+2 arf 2 + ••• + imou ， a) 

— kr\-i (an-i ,a)+ kr+2 (an-2 ,a)+ • • • + (ot m ， a) • 

所以 fc ( o ： i ， a )>0 , kj ( a > , a )^0 ( r + l ^ y ^ m ). 

综合知 ki(ou , a )=0 ( l « r)，kj (aj , a )=0 ( r + l ^ y ^ m ), 

即有 ki = 0 ( i = l ，2 ，…， m ) •故 ai ， a 2 ，…， a m 线性 无关. 

第二节标准正交基同构 

主要内容 

1 .定义1欧氏空间 F 中一组非零的向量，如果它们两两正 
交，就称为一正交向量组. 

正交向量组是线性无关的. 

2 .定义2在 ri 维欧氏空间中，由《个向量组成的正交向量 
组称为正交基，由单位向量组成的正交基称为标准正交基. 

在标准正交基下，向量的坐标可以通过内积表示为 

a= (a ,a)ei+(£2 ,a)£2H - h ( e„ , a ) e„ . ① 
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若 a = XI £l + X 2 £2 + "" + Xn£n , 

(3= y\ £i + y 2 £2 + •••+y n e„ , 

贝 Ij ( a , P )= xi p~h xz yz~i - h Xny n = X'Y . ② 

定理 1 « 维欧氏空间中任一正交向量组都能扩充成一组正 
交基. 

定理2对于 ri 维欧氏空间中的任意一组基 e !， e ，…，& ■，都 
可以找到一组标准正交基外，，，…，屮，使 

i ( ei ， e ，… ， e ; )= i ( t ) i ， t ) 2 ，…，邛 ）( i=l ,2• , n ). ③ 

由基 si ， e ；，•••，£„ 到基叩，1]2 ，•••，> 的过渡矩阵是上三角形的. 

3 .定义3 如果 A ' A = £，则 n 阶实数矩阵 A 称为正交矩阵. 
由标准正交基到标准正交基的过渡矩阵是正交矩阵 ;反之，若 

第一组基是标准正交基，且过渡矩阵是正交矩阵，则第二组基也一 
定是标准正交基. 

4 .定义4 设 F 与 F ' 是实数域 R 上的两个欧氏空间，如果存 
在由 F 到 〆 的一个双射 cj ， 满足 

(1) a ( a + P )= a ( a )+ a ( P ) , (2) a(ka )= ka ( a ), 

(3) (a(a),a(P))=(a,P), 

式中 ， A )6 R , 贝 U 映射 cj 称为 P 到 〆 的同构映射，称 F 与 〆 

同构. 

每个 n 维欧氏空间都与 R " 同构.同构的欧氏空间有相同的维 

数. 

同构的欧氏空间具有反身性、对称性与传递性. 

定理3 两个有限维欧氏空间同构的充分必要条件是它们的 
维数相同. 

疑难解析 

1 . 试简述施密特 ( Schimidt ) 正交化方法. 

答设 m ，《2，•••，《„是欧氏空间 F 的一组线性无关的向量. 
(1) 取译 =. ，则 ft 是 ai 的线性组合，且译參 0 . 
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(2 ) 取 ( i = 02 — ，则是 CO 的线性组合，因 m ， 

02 线性无关，所以择乒 0 .又由 


(择，饵 )=(02 ，饵 )-((g ;(译 ，择 )=0 ， 


知择 ，译 正交. 

(3) 当译，择，… 

^ k = ak — " 

则 ft 是 ca ，02，…， ca 

(ft ，择 ）=(m ， 氐） 


，ft-i 作出后，取 


( 似 ， 3 i ) 


—…- 


，戌 - 1 


(Pi ,(3i (ft-i ，择- 

的线性组合.由 
(eg , fi ) 


: ft-i 


(ft，[i) 


(ft，ft) = 0 ( i=l ,2 


，/ c — l ) 


知 [i，(i ，…， [i 两两正交. 

(4) 若令 7i = ^ i / |(i I ( i=l ,2 ,••• ，几)，则，>，…，％ 是 F 
的一个标准正 交基. 

2. 怎样用初等变换法求标准正交基？ 

答 除了施密特正交化方法外，还可以用初等变换法求 n 维 
欧氏空间 F 的标准正交基. 

(1 ) 任取 F 的一组基 CU ，02，…， ％，求出这组基的度量矩阵 
A 是一个正交 矩阵. 

(2) 用初等变换求得可逆阵 C ， 使 dAC = E . 

(3) 以（:为过渡矩阵，则由基 m ，02，•••，〜得到一组新 基氏， 


择，…，艮，有 

(译 ， ft ， … ,(i)= (ai ， 02 ，…， CXra ) C . 
m 的度量矩阵等于所以 n •“ ，艮是 f 的 
一组标准正交基. 


方法、技巧与典型例题分析 

掌握并熟练求标准正交基的方法是本节的首要要求. 
例1 求齐次线性方程组 
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J XI — X3~\~ X4=0 ^ 
l X2 — X4 — 0 

解空间的标准正交基，并求与解空间中向量正交的向量. 

解 因为方程组的基础解系是 

03 = (1 ，0 ，1 ，0)， 02 = (1 ，一1，0，一1 ) ， 

所以，施密特正交化得 

择 = ai = (1 ， 0 ， 1 ，0 ) ，择 = 士 (1 ，一 2 ，一 1 ，一 2). 

单位化得 7 i =^(1 .0 J , 0),72 = ^ p =( l ，一2，一1，一2 ). 

H 110 

7 i , 72 是解空间的标准正交基. 

由《与解空间中每个向量都正交 Wet 与解空间中每个基向 
量都正交.故设 ol = (xi , X 2 , X 3 ， 似 ） ， 由 （ex ， ca )— ( a ， 02 )= 0 得方 
程组 

J XI + xs — 0 , 

L XI — X2 — X4 = 0 . 

求得基础解系 (1 ，1 ，一 1，0 ) ， (0，1，0 ，一 1) .因此，与解空间中每个 
向量都正交的向量是 

ki (1 ,1, —1 ， 0)+fc (0 ， 1 ， 0 ，一 1 ) ， h , fc G R. 

例2 设 si a ， es 是三维欧氏空间的一组标准正交基，证 明： 

ai — (2ei +2e2 一 £3 ) , 02 =_ ~ (2ei —£2 + 2e3 ) , 

03 = ~~ ( £1 一2€2 — 2 es ) 

也是一组标准正交基. 

证 因为 

(ai , os )—(2ei + 2£2 — £3 ， 2ei — £2 + 2e3 (4 一 2 一 2 )—0 , 

(ai ,os )= (2 & +2 €2 — es ,£i —2^2 一 2& )=~~ (2 一 4+2 )=0 , 
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( 02 , os )— (2ei — £2 + 2e3 ,ei — 2 £2 — 2es (2+2 — 4)—0 , 


(ai , ai )— ( os , os )— ( os , 03 )—1 , 


所以， CQ ，02， as 也是一组标准正交基. 

例3设 ei ，£2 ， es ，£ i ， es 是五维欧氏空间 F 的一组标准正交 
基 ， Fi = _ L(ca , 02 , os ) ，其中 ai = ei + £5 ,02 = 0 一 £2+84 , os — 2 ei 
+ £2 + £3 ， 求 Fl 的一组标准正 交基. 

解显然 ， cn ,02 ， as 线性无关，所以它是 h 的一组基.用施 
密特正交化 方法： 

今 (i = ai = & + £2 , 


I 


( 02 ) 
( ft ，译 ） 


(i = - 




[ i = a 3 


再单位化，得 


( 03 ，fi ) 

(译，译） 


( CX 3 ，&) 


fe = £i + E 2 + £3 + £5 





( & + £2 


)， 


rp = 


4 io 


(ei 


一 2 e 2 +2 si 一 £5 ) ， 


T)3 = "^"(a + £2 + €3 一 £5 ), 

则邛 ， T )2 ，％即为 Fl 的一组标准正交基. 

例4求齐次线性方程组 

J 2 xi~h X2 — %3 + X4 —3 欠 5 = 0， 
L XI + X2 — X3 十 = 0 


的解空间(作为 Rf 的子空间 ） 的一组标准正交基. 


解由 


乒0知，线性方程组系数矩阵的秩为2，有三个 


自由未知量.取泊，％，% 5 作自由未知量，可求得基础 解系： 
ai — (0 ,1,1,0 ,0 ) , 02 —( 一1 ，1 ，0 ，1 ，0 ) ， os — (4 , —5 ,0 ,0 ,1 ) 

是解空间的一组基. 

对 CX 1 ， 02 ， as ，先正交化，再单位化，得 
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= ai ， ^ = a 2 -((= 9 歡 ，1 ，一 1，2，0) ， 

n C 0^3 ，(^ ) n C 0^3 ，择） q 1 ^ri r> r> -i q r \ 

译— a 「 (译 ，译)译 -( ft ，(^ - 5 ( 7 ，— 6 , 6 ， 13 , 5 ). 

又 邛 =_ ^(0 ，1，1 ，0，0) ， t )2 = ~ r = ( — 2，1 ，一 1，2，0) ， 

\/2 ^10 

，— 6 ,6 ,13 ,5 ). 

^ ,rp , 7 , 3 即为齐次线性方程组解空间的一组标准正交基. 

例5在 RbJ 中定义内积为 （/， g ) = j 求 

R [ xJ 的一组标准正交基（由基 I ，*，* 2 ，% 3 出发作正交化）. 

解由所定义内积，得 

(x ,1)=0, (1 , l )=2( x 2 J )=( x , x )=^, 

( x ~ ,x ) = 0 , {x ,0 )=0 , ( x 3 ， l ) = l . 

Mmi , x , x 2 ,X 3 正交化，令 
(i = ai = l ， 择 

o — 2 ( % ,1 ( % ,x) — 2 丄 

择 =x —aj) 1 ——1 ， 


o — 3 (X A ( x" ,X ) 

译 =x — (ll) 1 — (Xd) x . 


% 3 ，% 2 -+ 


2 _丄 2 _丄 

X r\ ^ X r\ 




再单位化，得一组标准正交基 

-li -16 

，= T ， 


T)i = y ， rj 2 = — x , rp = ^-(3 x 一 1). 
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4 (5%3 — 3a；) . 

例 6 设 F 是一 ri 维欧氏空间，是 F 中一固定向量，证 
明： 

( dfi ={ x |( x ， co = o，xe n 是 y 的一个子 空间； 

(2) Fi 的维数等于 ^-1. 

证 (1) 因为 ( o ， co = o , 所以 oew 非空. 

V ai ， os e Fi ，有 （ca , a )=0，（ 02 ， a )=0 ，所以 

(ai + ok , a)— (ai , a) + ( 02 ,a)—0 , (kon , a)— A:( ca ,a)—0 , 

从而 ai + 02 , A:ai G Fi ，所以 Fi 为一个子 空间. 

(2) 因为 a ^ O ，故可扩充成 F 的一组正交基 : ai , os ,, a « , 
从而 02 ,••• , a n 都属于 Fi ，故 Fi 至少为 n — 1 维•又由 a #0 ，知 
( cx ， a )〉0 ，故 a $ V " i ，即 Vi 7^ V ，所以 F 必为 n ~ l 维空间. 

例 7 (1) 证明: 欧氏空间中不同基的度量空间是合 同的； 

(2) 利用上述结果证明，任一欧氏空间都存在标准正交基. 

证 设 ( 0*：/ ) ， (&y ) 分别是欧氏空间 F 的两组基 ai ， 
02，…， a re 和 Pi ，… ，民 的度量矩阵，并设 

(译 ，[ i ，…， 艮 ）=(ai ，02 ,••• , a « ) C , C = (cij ) . 

(1) 因为 ft — ai ai + C2i a2 4~> • • + Cm ai ( i = l ，2 ，…，汀)，所以 

bij = (择，择） = Csi0Ls ， 2 ctj cu = 2^i CsiCtj (oh ， ou) 

s= 1 t= 1 s=l i=l 

= (CU jC2i ，… fCni )A(cij ,CZj ，… ，Cnj ) • 

即 PdAC ， 不同基的度量矩阵是合同的. 

(2) 在 F 中任取一组基 CU ， ( X 2 ，•••，％ ，设其度量矩阵 A = 
(你） ，其中取= ( m ， cx 7 ). 因为 A 是正定的，而正定矩阵与单位矩 
阵合同，故存在可逆矩阵 C ， 使 dAC = E •令 

(译，…，艮 ）=( ca ， 02 ，…， ct n ) C ， 

则由题 (1 河知，基 ，( i ，… ，氐 的度量矩阵为五，艮 P 知 ， ft ，…， 
艮是所求的标准正交基. 
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例 8 设 ca ，02 ，… ， cu 是 n 维欧氏空间 F 中一组向量，而 

(ai , ai ) (ca ， 02 ) … (ai , ) 

( 02 , ai ) (02, 02) ••• ( 02 , ) 

△= . 

( On ， ca ) ( On ， 02 ) … (am , am ) 

证明 ：当 且仅当 | A | 弇 0 时 m ,02 ，…，^线性无关. 

证 当 ai ，02 ，…， On 线性无关时，可扩充为 F 的一组基 0：1 ， 
02 .• , a m ，(^ +i ， …， o :„ ，则由于基的度量矩阵是正定的，所以其 m 
阶顺序主子式 | △!>()，即 lARO . 

当 |△|#0 时，必有 m ,02，…，心线性无关.因否则，其中必有 
一向量可由其余向量线性表示.若设 cn 可由其余向量线性表示， 
则相应地 | A | 中第1列可由其余列线性表示，依行列式性质知， 
| A | = 0 ，与假设矛盾，故必 ai ，02，…，心线性无关. 

例9在三维欧氏空间中，内积按普通数积定义，设 m = (1 ， 
0,0),02=(1 ,1 ，0)， a3 = ( l ， l ，1)， 求： 

(1 ) 以 CCl ，02，03 为基的度量矩阵； 

(2) 用两种方法求 F 的标准正交基. 

解 （1) 因为 （ca , ai )= (ai ,02 )= (ai ,03 )= 1 , ( 02 , ai )= 1 , 
(02 ,02 )= (02 , 03 )— 2 , ( 03 , ai )= 1 , ( 03 , 02 )=2 , ( 05 , 05 )= 3 •所 

以， ai ， a 2， as 的度量矩阵为 

1 1 1 

A = 1 2 2 . 

1 2 3 

(2) 用初等变 换法. 

因为存在可逆阵 

1-1 0 10 0 
C = 0 1 一1 使 dAC = 0 10， 

0 0 1 0 0 1 

所以，有 （ ei ，£2 ， 己 ）=( ca ，02，03 )(7 .于是，得 
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f ei = ai = (1,0,0), 

^ E2 = 02 — ca = (0 ,1 ,0 ), 

^ £3 = 03 一 02 = (0 ,0 ,1 ). 

£ i ，£2，£ s 是标准正交基(易知 ei ，£2，£ s 是单位向量）. 

用施密特正交化方法. 

令 £i = ai = (1 ,0 ,0) , 

E 2 = 02 — ^ ,£l ^£1 = ( 1 ， 1 , 0 ) — ( 1 ,0 , 0 )= (0 , 1 , 0 ), 

( ， £l ) 

e =03 - 穴 ’ U 65 ， S ^ =(1，1，1)-(1，0，0) — (0， l ，0) 

( ei ， £ l ) (£2 ,£2 ) 

=(0 ,0 J ). 

因为 a ， e ，£ s 是单位向量，所以是标准正交基. 

第三节正交变换子空间 

主要内容 

1 .定义1 设4是欧氏空间 F 的线性变换，如果它保持向量 
的内积不变，即对于任意的«，阳7，都有(4€0，^^))=((^)， 

则称％ 是正交变换. 

2 .定理1 设％是 n 维欧氏空间 F 的一个线性变换，则下面 
四个命题相互 等价： 

(1) 屬正交 变换； 

(2 ) 持向量的长度不变，即对于 a 6 F ， |^ a ) |= | a | ； 

(3 ) 若 a ， e ，•••，£„ 是标准正交基，则 ) ，…， ) 

也是标准正 交基； 

(4) j 在任一组标准正交基下的矩阵是正交矩阵. 

3 .定义2 设 h A 是欧氏空间 F 的两个子空间.若对于任 

意的 aG Fi V2 ，恒有 ( a , P )=0 ，则称 Fi ,72 为 正交的 ，记为 Fi 
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丄6 .—个向量 c (，如 果对于任意的 pe Vi ，恒有 （ c (，卩 )= o , 则称 a 
与子空间 h 正交 ，记为 . 

定理2 如果子空间 Ft ， F 2 ，-, V , 两两正交，则和 h + 
V 2~\ - h Vs 是直和 . 

4. 定义3 子空间 h 称为子空间 K 的一个 正交补 ，如果 Fi 
丄 F 2 且 Vi + Vz = V . 

定理3 n 维欧氏空间 F 的每一个子空间 h 都有唯一的正 
交补. 

Fi 的正交补记为 K ，且有维 ( F ! )+维(7十 )= n . 

推论 Fi 恰由所有与 Fi 正交的向量组成. 

V 中任一■向量 a 都可唯一■地分解为 a = ai + os ，其中 ai G Fi , 
ceGFi 1 ，称 ai 为向量 a 在子空间 Fi 上的内射影. 

疑难解析 

1 . 怎样理解正交变换？ 

答 正交变换是保持向量内积不变（即 （ ict )，^ P )) = 
( a ， P )) 的线性变换.正交变换在 F 的任一组标准正交基下的矩阵 
是正交矩阵，由于正交矩阵可逆，故正交变换也可逆. 

正交变换是一个欧氏空间到它自身的同构映射，所以正交变 
换的乘积与正交变换的逆变换还是正交变换，并且正交矩阵的乘 
积与正交矩阵的逆矩阵也是正交矩阵. 

若 A 是正交矩阵，则由 A ' A = £:知 |A | = ±1 .行列式等于1的 
正交变换称为 旋转或第_类的 ;行列式等于一 1的正交变换称为 
第二类的. 

2 . 分解式 a= ca+02 的意义是什么？ 

答 若是维欧氏空间 F 的一个子空间.则 F=Fi + 
V \ ;对任一 - aG V ，可以唯一■地写 a = co + ok ，其中 ai G Fi , oa G 

vi . 

式中 cu 称为向量 a 在子空间 Fi 上内（正)射影 . 02 是与 Fi 
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正交的向量(也称为外射影）.这种分解是唯一的. 

当 h 是欧氏空间 F 的一个有限维子空间时， a 在 h 上的内 
射影 CU ，对 Fi 中任意向量 a ! ，有 I a —ai |< | a — a ! | .因此，将向 
量《在子空间 h 上的内射影称为 h 到《的最佳逼近. 

方法、技巧与典型例题分析 

正交变换是一个重要的概念，读者必须熟悉正交变换及其等 
价命题，能够由正交变换出发讨论有关命题. 

例 1证明 : 两个正交变换的乘积仍是正交变换，一个正交变 
换的逆变换还是正交变换. 

证 设是正交变换 ， CQ ，02，••• ， a „ 为标准正交基， J ， 
J 在这组基上的表示矩阵分别是 A ，则在这组基上的 
表示矩阵是 A A .因为 A ， 也 是正交矩阵，所以其乘积 Ai A 也是 
正交矩阵，从而 H 是正交变换. 

因为 I 1 在基 m 上的矩阵为 A + 1 ，由于正交矩阵 
A 的逆仍是正交矩阵，故 I 1 还是正交变换. 

证二 因为 jj 是 f 中两个正交变换，故 a 也是 f 的 
线性变换.于是 v «， pei /， 有 

()a , (^^^) 3 )= a) ) 

=(^( a )，』( P ) )= ( a ， P ) ， 

得知 a 保持向量的内积不变，故 a 是正交变换. 

例2 证明 : 上三角的正交矩阵必为对角矩阵，且对角线上的 
元素为+1或一 1 . 

证 设 A 是一个上三角矩阵，且为正交矩阵，则.但 
上三角矩阵的转置是下三角矩阵，而上三角矩阵的逆仍是上三角 
矩阵，故/必为对角矩阵，从而4为对角矩阵.设 
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A = 


az 


On 

则由 AA != E ,% ( U=l ( i = 1,2 ，•- - , n ) .从而 ， a . = ±1 ，即 A 的对 
角线上元素是1或一1 . 

例 3 (1) 设 A 为一个 n 阶实矩阵，且 | A |尹0 .证 明: A 可以 

分解成其中0是正交矩阵，: T 是上三角形矩阵. 

til t\2 ••• tin 

0 tZ2 ••• tZn 

T = ， 


0 0 … 0 

且 u >0 ( i = l ，2 ，…，打).证明这个分解是唯一的. 

(2) 设 A 是〃阶正定矩阵，证明存在一上三角矩阵7%使 

A = fT . 

证 因为 |A |#0，故 A 是实满秩方阵.令 A = ( ca ，02，… ， a «)， 
则列向量 cn , 02 ，•••，％线性无关，所以是 n 维欧氏空间 R " 的一组 
基.对其实行正交标准化，并设 

pi — fti ai 9 

[i = ai H - fe2 02 , 


(i = ft«ai + fe«a2 + a« , 

式中 ( i = l ，2 ，…，几），即有 

(译 ，…， )= (CXI ，02 ，…， CX „ )r 1 ， ① 

式中 pi ，…，艮是 R " 的一组标准正交基，而 

til tl2 ••• tin 

0 fe2 ••• t2n 

y-1 = 


0 0 … tnn 
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是对角线上全是正实数的上三角矩阵，所以 r 也是这样的矩阵. 

由于@，择，…， d 是标准正交基，所以以它为列的矩阵 g = 
(择，择，…， ) 是一•正交矩阵，于是 
由式① me = Ar 一 1 得 a = qt . 

再证唯一性.设又有 A=QTi JIJ 

Q Ti = QT =^ 0 1 g = Ti J 1 . 

因为 0 是正交矩阵，故 0 也是正交矩阵，从而 Hf 1 也是 
正交矩阵.又21，: T 是上三角矩阵，故21 f 1 也是上三角矩阵.由例 
2知21，厂 1 是对角线上元素全为正的上三角矩阵，所以 Ti T 1 = 
从而71 = 7\0=2,即分解是唯一的. 

(2) 设 A 是正定矩阵，则存在可逆阵 C ， 使.由 
题 (1) 知 c ^ gr ， 从而 

A = ( QT )' QT = f T . 

例4设 T ) 是欧氏空间中一单位向量，定义 

乂 a)= a—2(rj,a)rj. 

证明 ：(1 正交变换，这样的正交变换称为镜面 反射； 

(2) 屬第二 类的； 

(3 ) 若 a 维欧氏空间中，正交变换 J 以1作为一个特征值， 
且属于特征值1的特征子空间的维数为 n — l ，则4为镜面反射. 
证（1)对任意0 ( ，卩67及幻庀：[1，有 
jka+ 取 )= ka+ /(3= 2 ( t] ,ka~\- /(3)rj= A^^a) + HP), 

故^一线性变换.又 

(^ct) ,^P))= ( a—2(T),a)T),p—2 (t) ， P)tj) 

= (a,P)—2(T),P)(T), a )— 2(1],«)(1],^) 

+ 4( T ), a )(7], P )(7], T )) 

=( a , P ) (因为 （ U )= l )， 

所以 f 正交变换. 

(2) 因为 1 是单位向量，故可扩为一组标准正交基 T )，£2 ，…， 
&■ ，有 
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^ rj )= rj —2( rj , rj ) rj=—rj . 

) = e ； — 2(t),£ i )f)= £； ( i = 2 ,3 ,••• ,n). 

所以基 T )， a ，…，& ■ 上的表示矩阵为 

一 1 



1 

于是 |A | = — 1，得知^第二类的. 

(3) 因为^痛 J 特征值有《个，已知 n ~ l 个为1，则另一个也 
为实数，设为^ . 则 

X ) 

_ 1 
,£2 ,••• ,£« )— ( £1 , £2 ,•••,£«) • ， 


1 

于是 £i ) )— Ad (£i , £i )— ( £ i ， £i ) — ^ Ad = 士 1 • 

因为子空间是 n ~ l 维的，所以 Ao = —1 .于是 ^ei )= 
-a ^ )= ^ (i=2,3, …， n). 因为 A 是实对称矩阵，则 F 中属 
于不同特征值的特征向量必正交，故有 O ，& )=0 (纟=2，3 ，…， 

71) • 

令 7)=81 / |& | ， 则 T ) 是与 £2，£3，…， 匕正交的单位向量，有 
(rj 9 ei)=0 “=2,3,… ，汀）， ^rj)= —r). 

下面验证，V a ^ V ，都有 ^ Aql )= a—2(r)，a)rj. 

因为 a = fo TJ+fe £2 + …+ ， 

^ a )= h ^ t ])+ h .^ e 2 )+•••+) 

— 一 h T]+fc £2 + •••+ A：«£n 
— kl T]+fc £2 + •••+ — 2 fa T ) 

=a—2(a,r))r), 

所以^镜面反射. 

例5证明 : 反对称实数矩阵的特征值是零或纯虚数. 
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证设 A 是一个反对称实数矩阵厶是 A 的一个特征值，？是 
对应的征向 | ，则有 A (自.于是 

^Ae= ^ ( - A 1 )e= — e’A’e= -(A?) ， e= —(Zl)’e ， 

即有 xse= -xte ，得出 -~ x . 

设入 =crl-i6, 由 人= 一7得 a + ib = —( a — ib ) ，知 a=0, 故入或 
为零或为纯虚数. 

例6求正交矩阵7\使 fAT 成为对角阵，其中 A 为 



— 1111 
1111 


Li 1 1 1 」 

解求正交矩阵 r 的步骤是 :先由 | xe—a |=o 求出特征值， 
然后求出对应的特征向量，再单位化，即可写出正交矩阵 r. 

(1) 由 |诏一 A|=(X—l)U—4)a+2)， 得特征值 1，4,2,求 
得相应特征向量为 

ai = ( — 2 ，一 1，2 ) ，02 = (2 , —2 , 1 ) , os — ( 1 ,2 ,2 ). 

因为 A 实对称，故 ca ，02，03线性无关且正交. 

将 CC1 ，02，03单位化，得标准正交基为 



于是，所求正交矩阵为 
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， fAT= 4 . 

- 一2 - 

(2) 由 |XE—1) 2 (X— io )， 得特征值 10 、 ,1 ， 1 ， 求得相 
应特征向量为 

ca = ( 一 1 ， — 2,1), 02 = ( —2,1,0 )， os = (2 ,0 ,1 ). 

单位化后得正交矩阵 



—1/3 


2/(3 

/5) 


"10 

T= 

一 2/3 

Ulo 

4/(3 

15) 

， fAT= 

1 


_ 2/3 

0 

5/(3 

/5)_ 


- 1- 


(3) 由 |诏一 A |= a —5) a +5) a —3) a +3)， 得特征值5, 
一5 ,3,-3 ，求得相应特征向量为 

ca = (1 ，1，1，1 ) ， 02 = (1 ，1 ， 一 1 ， 一 1 ) ， 

03 = (―1，1，一1，1)， a 4= (1 ，一1，一1，1 ) • 

单位化后得正交矩阵 

11-11 5 


T= 


丄 


-2 2 1 
一 1 一 2 2 


21 


T= 




一 1 
一 1 


fAT= 


-5 


1-111 一 3 

(4) 由 | XE — A |= U — 8)( 人 +4) 3 ，得特征值8，一4，一4，一4, 
求得相应特征向量为 


Ctl = ( 一 1 ， 

1 ，一 1 ， 1 )， 02 = 

(1 ， 1 ， 0 ， 0 )， 

03= (1 ， 0 ， 

一 1 ， 0 )， 

0C4 = 

(1,0 ,0 ,1 ). 

单位化后得正交矩阵 




—1/2 

1/2 

-1/6 

1/(2 3) 

1/2 

1/2 

1/6 

-1/(2 3) 

T= 



—1/2 

0 

2/6 

1/(2 3) 

1/2 

0 

0 

3/(2 3) 
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fAT 


8 


-4 


-4 


-4 


(5) 由|^£一4|=\ 3 (\—4)，得特征值4,0,0,0，求得相应特 
征向量为 

CX 1 = ( 1 ， 1 ， 1，1 ) ， 02 = (—1 , 1 ， 0，0 ) ， 

03 — ( 一1，0 ，1 ，0 ) ， a 4 = ( —1，0，0 ，1 ) • 

单位化后得正交矩阵 


1/2 -1/2 — 1/ 6 - 3/6 
1/2 2/2 — 1/ 6 — 3/6 
1/2 0 2/3 一 3/6 

1/2 0 0 3/2 


fAT= 


例7 用正交线性变换化下列二次型为标准形. 

(1) xi + 2 + 3 X3 — 4 ： XI X2 — 4 ： X2 X3 ； 

(2 ) xi 一 2x1 — 2x1 — 4%i %2~\~4：xi xs~\~8%2 xs ； 

(3 ) 2%1 + 2%3 %4 ; 

(4) XI ~h xi ~h xi X4 + 2 %2 + 6 %3 — 4 ： XI X4 — 4x2 X3 + 


6x2 X4 — 2 %3 . 

解 先写出二次型的矩阵 A ，后面的步骤同上例;在求得正交 
矩阵 r 后，由 x =7 Y 得二次型的标准形 /= fa ^4 r )； F . 

1—2 0 


(1) A — —2 2 一2， 

0 -2 3 


\ XE — A |= (/ V —2 )( 入+1 )( 入一5 ) ， 

A 的特征值为2 ,5,-1 ，相应的特征向量为 

ai = (2, 一1，一2)，02 = (1，一2，2 ) ， os = (2 ,2 ,1 ). 

单位化得 
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求得正交矩阵 
则 


T]l =_ ^~ CO , r/2 =~ 02 9 yp = 

2 1 

-1 一2 2 

L -2 2 1 」 

f=Y(fATW=2yi+5y^ -y\ . 

1 一 2 

I 

\ XE — A |=(入+7 )( 入一2 ) 2 


(2) A = -2 -2 4 

- 2 4—2 

A 的特征值为一7，2，2，相应的特征向量为 


ai — (1 ,2 , —2 ) ， 02 

单位化后得正交矩阵 

= ( 一2 ，1 ，0 ) ， 

05 — 


- 2A . I5 

2/(3 is ) 

1/3 

T = 

1 / J5 

4/(3 /5) 

2/3 


- 0 

5/(3 /5)- 

-2/3 — 


贝 lj f=Y' (fAT)Y=2y^+2^-7p . 

"0 10 0 " 

(3)A= o o o i , \^E-A\=(X~1 ) 2 (X+1) 2 

-0 0 10 - 

A 的特征值为1,1, -1,-1 ，相应的特征向量为 

ai = (l ,1 ,0,0), 02 = (0 ， 0 ， 1 ， 1 ) ， 

os = (1 , 一 1 ,0 ,0 ) , a 4 = (0 ,0 ,1 , — 1 ). 

单位化得 


邛: 

%: 


ca ， r/2 - 

( X 3 ， T]i : 


求得正交矩阵 
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则 

(4) 



f = Y' (T^AT)Y= yi~\- y2 一 yl 一 yl . 



\XE — A |= (X — 1)( 入一 7 )( 入 +1)( 入+3 ) ， 

A 的特征值为1，7，一1，一3，相应特征向量为 

ai = (1 ，1，1，1 ) ， os = ( — 1，1， 一 1，1 ) ， 

03 = (―1，一1，1，1)， a 4 = (1 ，一1，一1，1 ) • 

单位化后得正交矩阵 

1一1一1 1 



贝 il f = Y' AT)Y = yi +7 y 2 — yl — 3 yl . 

例 8 设 A 是〃 阶实对称矩阵，证 明: A 正定的充分必要条件 
是 A 的特征多项式的根全大于零. 

证设存在正交方阵2%使 

/= X r AX=Y r ( 7^)7= Xi y? Xi/y 2 n . ① 

充分性若 Xi >0 ( i = l ，2 ，…，^1)，贝1』对任意 
X=TY#0,OY^0, 

故 Aj yi + A 2 ^ ，从而 A 正定. 

必要性当 a 正定时，设有 Ko ，则取 r = ( o ， o ，…， o ， i )' ， 
有 X =2 y #0. 代人式①得\ y ? + A 2 ；yl + -+ L /„<0 ，与 A 正定矛 
盾，故必所有^>0 . 
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例 9 设 A 是 n 阶实矩阵，证明 : 存在正交矩阵7\使 f 1 
为三角矩阵的充分必要条件是 A 的特征多项式的根全是实的. 

证 为方便起见，可确定三角矩阵是上三角矩阵. 

充分性设 A 的所有特征根都是实的，则存在可逆矩阵 P ， 使 

PAP=J, 

Xi 

Jl • lk . 

J = •• ， Ji = . . (i=l ,2 ,••• , 5 ). 

因为 l 都是实数，所以•/是上三角实矩阵.而由例3知，矩阵尸可 
分解为一个正交矩阵 r 与一个上三角矩阵 s 的乘积，即 p rs . 于 
是 

P 1 AP= (TS) 1 A(TS)= J=^T 1 AT= SJS 1 , 

其中 SJT 1 是上三角矩阵. 

必要性设有正交矩阵7\使 

bn … bin 

TAT= '••••， 

由于 A 与厂 1 AT 相似，所以它们有相同的特征根.而 \} E ~ T l AT \ 
= (人一 )( X ~ k 2 ) … Ck—brm )，所以 A 的特征多项式的根都是实的. 

例 10 证明 :如果 ％是 ri 维欧氏空间的一个正交变换，则 J 
的不变子空间的正交补也是不变子空间. 

证设 h 是不变子空间 ， Fi 是 F : 的正交补，则 M 
是 F : 的一个线性变换，而且是单射变换.又 h 是有限维的，所以 
屬是 F ! 的满射变换.从而，对任意 x 6 h ，有6 Ft ，使 )= 
x . 这样，任取十，有 ( a , j )=0 .于是 

a )， x ) = C ^ a )^ j )) = ( 0 : )—0 , 

即 ja ) 与 Fi 中任意向量正交，故 jcOG Fi " ，即 F 十对 J 也不 

变. 


• 402 • 



例 11 证明 ：向量 pew 是向量 cx 在子空间 w 上的内射影 
的充分必要条件是，对任意的 ee^i , 

k — P |< |a — 5 I . 

证必要性对任意有0：—5= (0： — p)+(p — 5) ，其 
中 a — :， p — 十，所以 

(a —(3,(3—5)=0 , 

|a—5 | 2 = (a —5，a —5) = (a —P~hP—5，a —P+P—5) 

=(a —(3,a—P) + (P—5 ， P — 5) 

= k — pi 2 + ip — si 2 . 

又 | P — 5 \ 2 ^ 0 ^> |a —5 | 2 ^ | a —(3| 2 ^> |a —5|^ |a — P | . 
充分性设 ( i 是 cx 在 h 上的内射影，由必要性证明知 

k — k—PI • 

又由题设知， | cc—P | ct—(i I ，故 

I a 一 (3 |= I a 一 (3 i |=> ( a 一 P , a 一 P )= ( a 一 [i , a 一 (i ). 

令 a = 译+ 7,于是 

(a —P,a —P)= ([i —P+7,[i —P+y)= ( 译一戸，译 —P)+ (7,7) 

—(Pi —P，(i 一 P)+ (a—(i ， a—[i ) ， 

从而(译 一 P，Pi —= P .即 (3 是 cx 在 Fi 上的内射影. 

例 12 设 h 是欧氏空间 F 的两个子空间，证 明： 

( V1 + V2 ) ± = vif]vi , + 

证 （1) 设 ae ( F1 + F2 )1 ， 则 a 与 Fi + F 2 中向量正交，即 ex 
与 Fi ， F 2 中向量正交.从而 

aGV"i , aGl^i , aG Vi ClV^ . 

又，设 ae F 十门7士，则 aG F 十 ， ctG F 十，于是 ct 与 Fi ， F 2 中向 
量正交，从而与 V1 + V2 中任意向量正交，即有 

ae(Fi + F2) ± ^ > Ffriyi"G(Fi + F2) ± . 

故得 （1^ + 72)丄=^1门7 士. 

(2 ) 因为 Fi G ( F 十）丄，又 V o：e ( F 十）丄，当 a = ai + [i , ai G 
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Vi ,^evi 时，有 

( ct ，(3 i )= (cu ， 择 ）+( 择，译）^^(译，择 )=0^|3 i =0 . 

即 a = ai GFi ，故 ( F 十 ) x ^ Fi ，从而 ( F 士 ) A = Fi .于是 

elf+ f| ^4= (f 讀 n (vi )丄 =Fi n f 2 ， 

例 13 设 K 是欧氏空间 y 的一个子空间， Fi 是 y 的正交子空 
间.证 明:若 1 A 是有限维的 ，则# 是 F ! 的正交补，即 V = Vi®vi . 
证若 h 是零空间，则结论显然成立. 

若 Ft 是 m ( m >0) 维子空间，则对 F ! 的一组标准正交基 a ， 
e ，…，& ■ ，V (3 G F ，令 

7= (P,a )a + (P,e )£2 H - h(P ， &»)e m ， 

则 (3= y +( p -7),7671 ，且有 

)= (P ， e. ) — (7 ，& )= (P,e.) —(P,e. )=0 . 

故知 P — 7 与每个 e . ( i = l ，2 ，…， m ) 正交，即与 Fi 的每个向量正 
交，从而 (3— y 6 V \ .于是 F=Fi + Fi . 

又设 a = Fi 门7十，则 aG Vi , aGFi ，从而 （ a ， a ) = 0 ，故 a =0, 
因此 FjHF 十 =0 •于是 F = h ㊉ F 十. 

例 14 证明 :正 交矩阵的实特征根为± 1 . 

证设 A 为正交矩阵， X 是 A 的实特征根， a 是对应的特征向 
量测 Aa=Xa , a^O .于是对 Aa = Xa 取转置，再右乘 Aa ，得 

aA l= Xa'^ > aA l Aa=Xa • 'kaF=^>X a a= a a . 

因为 c / ct >0 ，所以 A ? = l ，故有 X=±l . 

例 15 证明 :奇数 维欧氏空间中的旋转一定以 1 作为它的一 
个特征值. 

证设 F 是奇数维欧氏空间^^是 F 的旋转变换 ， A 是少的一 
个标准基下的矩阵，是一正交矩阵，故 |A | = 1 .从而 

\ E-A |= I —( A —£) |=(—1)" \ A - E \=-\ A ~ E \. ① 

又， A 是正交的，故 
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\ E ~ A \= \ A'A —A |= 104’ - E)A \ 

=\ A ' -^ E \ |A |= \ A ~ E \ . ② 

由式①、②知， \ E ~ A \=0 ，所以1是 fa )= IAE-A I的根，命题得证. 
例16证明 :第二 类正交变换一定以一 1作为它的一个特征 

值. 

证设 A 是《维欧氏空间 F 上第二类正交变换所对应的矩 
阵，则 A 是正交方阵，且 |A |= —1 . 

令 /a)= |述一 A|， 则有 

/( 一 1)= |(-1)£-A|= \ A \ \ - A '- E \ 

=一 |(H)’ |=(—1)" +1 \ E + A \. 

所以 |£:+A | = 0 ，即一 1 是 A 的一个特征值. 

例17设 | 欧氏空间 F 的一个变换.证明 ：如果 持内 
积不变，即对于《，卩6 F ， (j j 卩 ))=(a ，卩），则它一定是线性 
的，因而正交变换. 

证因为 v a ，peF 

C^a+ P) — ja)—jP )^ a+(3)—■^ct) — jP)) 

=(^ a + P )/^ c (+ P ))—2 C ^ a + P ) ,^ a )) 

—2( ja+ P) ,^P)) + {^§t ,^)+2(^ ， j)+ (^,^) 

= (a+ P, a+ P) — 2( a+ P, a) — 2( a+ P,P) + ( a , a) 

+ 2( a , P ) + ( P , P )=0 , 

所以 ^a+ P)=^a)+^CP) . 

又 mta 、一 Ha 、, Aka ')— Ha 、') 

=(^ka ) ,^/ca ))~2(^ka ) ,k^Sc)~h ,kD 

=( a , a ) 一 2 k Z (a, a )+ ^ ( a, a )= 0 , 

所以扇 a)=kJ .综上知为正交变换. 

例 18 设 ai ,02 ，…， a m 和 H … ，心是 n 维欧氏空间中两 
个向量组.证明存在一正交变换 d 使 )=P， (€=1，2，…， 77Z) 
的充分必要条件是 

(a, ,a ； )= (P，) (i,j=i ,2 , ,m ). 
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证 必要性设有正交变换4使 j [ cO=(i ( i = l ，2, …， 

m ) ,PJ 

( 译 ，6 )= Hi ， m= (on ， aj) (“y=l ， 2 ， … ，肌 ） • 

充分性设 （ ⑺， a ; )= ([ i ， ft ) ( = 1,2 ,••• ， m ) ，令 Fi = 

L(ai ,02 ，…， cu )， F 2 = L ((i ， ft ，…， ( in ) ， 且 V = V \ © V^i = V2 © 
vi .作由 h 到 F 2 的映射 j ， 

^ (kl ai + fc 012 km a m )— fo (3l + fc [i + • • • + A：m 心， 

则 J 是 Fl 到 h 的一个同构映射，从而与 h 的维数相同. 

又 h 空间与其正交补的和是直和，所以艸与 W 的维数也 

相同，从而同构.设 J 是 Fi 与间的一同构映射，并设7= 71 
+ yl »7 i 6 Fi , y !_ LFi ，■/ 为 F 中一向量.令 
l ^ y ) = l y ^(7 i ) _ l _ ^^( y !). 

可以验证的一个线性变换，且保持向量内积不变，所以 J 
是正交变换.特别是， a .= «,+0，故 

t^cti ) = ^£(ai ) _ l _ ^^(0 ) = P ； ( i = 1 i2 ,••• ， m). 

例 i 9 a ) 设 a ， p 是欧氏空间中两个不同的单位向量，证明 
存在一镜面反射 义使 .4«)= P ; 

(2) 证明 ： a 维欧氏空间中任一正交变换都可以表成一系列 
镜面反射的乘积. 

证 (1 ) 由题设， a ， P 是不同的单位向量，所以 （ ct ， c 0= ( P ， P ) 
=1，且 a — #0 .故1= 也是单位向量. 


令 ^ x )= X —2 ( T )， x ) ， 则一镜面反射，有 


^a)= a—2(r) ， a)T)= a— 2 


a — P 

|a — (3| 


a 


a — P 
|a — P | 


2 ( a — 3. a ) , 

=a — l «， 2 (a — p) 


= — 2[(a.a) —— 

a (a,a)—2(a,(3)+ ((3,(3) 


(a —(3) 
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_ 1— ( a ， P ) px p 

- a —1-u ， p) (a — p) - p ， 

则 -^ a ) = (3. 

(2)设^^是欧氏空间 F 的正交变换， a ， e ，… ，&■是 F 的一组 
标准正交基，则)，作=^£2 )，…， T ]„ = Je „) 也是 F 的一 
组标准正交基. 

当 rj ,= e , <^=1，2，-"，幻时， 1 ^^恒等变换. 

作镜面反射 ^( x )= x ~2 (a , x ) a ，则有 J(a ) = — a ， 


^^(£j ) = £； (7=2，3 ，…， n ). 于是，有 a , 

如果 £1，£2 ，…， e „ 与 T )1， T )2，•••， T )„ 不全相同，不妨设 eiT ^ rj ,. 
则由于 a ，叩是两个不同的单位向量.由题 （1 )知存在镜面反射 
使 J(a )= V 1 •令 J ( e;_)=ej ( J =2 ,3，•- - , n ). 

如果芍= ■>]；_ ( y = 2 ,3，…， n ) ，则结论成立.否则，可设 

备乒，，再作镜面反射 J : J ( X )= X —2( T )， x ) T )， T )= I .于 

是 ,^(6; )= rp ，且可验算，有 ^(Tji )= rji 成立. 

如此继续，设 


£1 ,£2 ,••*,£« T)1 ，£2，••• ， e ra rji ,rj2 9 e 3 ,••• ,£« 

i / / 、 

… rji 9 rj2 , 9 rj n (s^ ： n ), 

故得 … J .其中 J 都是镜面反射. 

例20设 J 为正交变换，证明存在标准正交基使表示矩 

阵为 


01 


B = 


Or 


Ai 


① 


As 
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其中 g = i ，2,…，?•），▲ ( y = i ，2，." ， s ) 为二阶正交矩 

阵，且没有实特征根. 

证任取一组标准正交基 s ^，…，^，设 I 此基下的矩阵为 

a ，由任一正交阵必正交相似于如下形式矩阵，即存在正交阵 tM 
1 

1 

—i 

T " AT = — 1 . 

cos 0i —— sin 0i 
sin 0i cos 0i 

cos 0s —— sind 
sin 0 s cos 6 s 

从而存在正交阵7%使: r 1 于是，以 r 为过渡矩阵从标准 

正交基 ei ，£2，•••，&得另一标准正交基 Si ，§2，…， S „ ， 

( Si ，&，…， S „ )= ( ei ，£2 ,••• ) J , 

而 J 在 Si ，§2 ，…， S / i 上的表 7 K 矩阵即 B .命题得证. 

例 21 已知二次型 f(xi 9 X2 ,%3 )= (1 — a)xi + (1 ~ a)xl + 
2 xl ~\~2 ( 1 ~\~ a)xi % 2 的秩为2 . 

(1) 求 a 的值； 

(2) 求正交变换把 f(xi , X 2 , X 3 ) 化为标 准形； 

(3 ) 求方程 f(xi 9 X 2 9 X 3 )= 0 的解. 

解 （1) 由于二次型/的秩为2，故矩阵 

a 1+ a 0 
A = 1+ a 1 一 a 0 
0 0 2 

的秩为 2 ，从而有 
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l~a 
1+ a 


1+ a 
\~a 



(2) 当 a=0 时， 

入 一1 

\^E~A\= -1 
0 


一 1 0 

\ 一1 0 = \(\—2 ) 2 ， 

0 X 一 2 


故 Aj = h = 2 y h = 0 . 

A 的属于 h =2的特征向量为 

T )1 = (1 ，1 ，0)’， ％= (0 ，0，1)’ . 

A 的属于 Xs=0 的特征向量为 

1 ，1 ，0)’ • 

显然V ，作两两正交 • 

将邛，％，％单位化得 

€i =_ t(i ,1 , 0 ) , , ^ = (0 ,0 ,1 y , —1,1 ,0 y . 


取 (2= O ，&，&)，则 (2 为正交矩阵 

_1处0 — 1/办_ 
1/42 0 1/42 
- 0 1 0 - 


令1=0%得 

f (xi ，％2 9 X3 ) = h yi ~\~^2 y 2 ~\~ h y3 = 2y^~\~2y2 . 

例 22 设 F 是〃维欧氏空间， 7 是 F 的非零向量.定义沿 7 
方向的镜面反射 如下： 


Sy ( a )= a — 2 


(7,7) 


(1) 验证 & 是 F 上的正交 变换； 

(2 ) 设 IFi = {PGF I(P?y)—0} ，证明： Sy \w x = 1w 1 ； 

(3) 设 W2 = L ( y ) ，证明 iSy \w 2 — 一 lw 2 ； 

(4) 证明 : Wi = wi ，从而 & 是 F 的第二类正交 变换; 
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(5 ) Sy — 1K . 

证 (l)(Sy(a),Sy(a)) 

= ( a _ 2 I^ y a _ 2 ] 

1 Z ( 7 , 7 ) 7 , 乙 ( 7 , 7 ) 7 ' 

= ( a ，。O - 2X2^^( a ， 7)+2 2 ( 7 , 7 ) 
=(a ， a). 

显然&是 F 上的线性函数，故&是 F 上的正交变换. 

(2) 若 aeWi ，则有（《，7)=0,从而 


即 


(3) 5y(7)=y 


e , 、一 2( a , y ) 

Sr (a)-a- (7 , 7) 7=a, 

Sy • 

2(7,7). 


(7,7) 

又由于 1^2 = Z/(7) ，所以 Sy I 


y = y — 2y = 

— lWo 


-y. 


(4) 由定义即可得到 Wi = wi .又因为 F=l^ ㊉]^ .取叭 
的一组基 ai ，《2，…， ou-i ， 则 ca ，02 ，…， ct re —i ，7是 F 的―^组基，而 
Sy 在这组基下的矩阵为 


A= .1 

-1 

从而 |A |= —1 ，故&是第二类正交变换 
(5) 由于 A 2 — E^iji Sy — If . 


第四节实对称矩阵的标准形 


主要内容 

1 .引理1设 A 是实对称矩阵，则 A 的特征值皆为实数. 

对于实对称矩阵 A ，在《维欧氏空间 R" 上定义线性变换 J 
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^ X 1 , XZ ，… ,Xn )' = A{xi , X 2 ，… ,Xn ) ， ① 

则 标准正交基 El = (1，0 ，… ，0 )’ ，£2 = (0 ，1 ，…， 0 )’ ，…,£„ = 

(0 ，0，〜，1)'下的矩阵就是 A . 

2 .引理 2设 A 是实对称矩阵上面定义的线性变换，则 
对任意《，卩61{"，有 

C 4 a )， P )=( a ，4 P )) 或者 ^ ( Aa )= aAP . ② 

定义 1欧氏空间中满足式②的线性变换称 为对称变换. 

3 .引理 3设 I 对称变换， h 是 J 子空间，则对也是 J 
子空间. 

4 .引理 4设 A 是实对称矩阵，则 R " 中属于 A 的不同特征值 
的特征向量必正交. 

定理 1对于任意一个 n 级实对称矩阵 A ，都存在一个 n 阶正 
交矩阵 r ， 使成对角形. 

定理 2任意一■个实二次型 D D cuiXiXj , cuj = a ；'； ，都可以 

i= 1 y=l 

经过正交的线性替换变成平方和 

Ai yi + X 2 y 2 + "*+ X«yi , 

其中平 方项的系数; ^ A ，…丄就是矩阵 A 的特征多项式的全部 
的根. 

疑难解析 

试叙述求实对称矩阵 A 的正交矩阵的步骤？ 

答 （1) 求出 A 的全部不同的特征值 Xi ， X 2 ，…， . 

(2) 对每个 K ，解齐次线性方程组 a £— A)V = 0, 求出一个 
基础解系，即 A 的特征子空间的一组基，再由此求出的一 
组标准正交基 T ] a ，平，•••，，，. 

(3) 因为 Aj ，^2 • , Xr 两两不同，故向量组 邛 1 ，加，…， 7)1— ， 
…，％，如，… ，^ K 是两两正交的，它们的个数等于空间的维数，是 
R " 的一组标准正交基，也都是 A 的特征向量，则 
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是 A 的正交矩阵. 


T = ( t ) ii ， rji 2 ，… ， r }「 k r ) 


方法、技巧与典型例题分析 

例 1设 A ， B 都是实对称矩阵， 证明： 存在正交矩阵7\使 
厂 1 APB 的充分必要条件是 A ，《的特征多项式的根全部相同. 

证 充分性设实对称矩阵4与 B 有完全相同的特征根 h ， 
H ，则存在正交矩阵 X 和: F ， 使 


令，则 r 为正交阵，且 T AT = B . 

必要性若厂 1 APB ，则 A ， B 的特征多项式相同，所以它们 
有相同的特征根. 

例 2设 A 是《阶实对称矩阵，且 A 2 = A ，证明 ：存在 正交矩 
阵 r ， 使得 

1 


TAT = 


0 

证 设 X 为 A 的任一特征值，《乒0是属于 X 的特征向量，则 
Aa= Act ， 且 

Xa=Aa=A 2 a=A(Aa)=A(Xa )= A ： a. 

于是知，; V 2 = X=^>\=1 或 X=0 ，所以 A 的特征值是 1 或 0 .故存在 
正交矩阵7\使 
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1 


TAT = 


0 

例 3 欧氏空间 F 中的线性变换 & ^为反 对称的 ，如果对任 
意 a,PGF ,(^ a ) , P )= — ( a ,^ P )) .证 明: 

(1 ) 反对称的充分必要条件是，—组标准正交基下 

的矩阵是反对称的. 

(2) 如果 h 是反对称变换的不变子空间，则 Fi 也是. 

证 （1) 必要性设 ^ ^是反对称变换， a ， e ，…， e „ 是 F 的一 
组标准正交基，在此基下矩阵为 A =( aj ) ，则有 

)— aa a + c&2 £2 + • • • + £« ( i = 1 ,2 ,••• 9 n ). 

于是 （j 匕 ） ， & )= 你 ， (Si £y ) ) = aji . ① 

因为 J 反对称，故得 (Uj = — aji ( f ， y = l ，2，*"， n)JP A 是反 
对称矩阵. 

充分性设 ( 你 ） 是反对称矩阵，即 cty = — aji ( i , j = 1,2 , 
…， n ) .由式①得 

)— —(已，^7^ £； )). ② 

设 a = XI Q + E2 + • • • + XnZn ， P = J1 £l + J2 £2 + • • • + JnZn ，贝 |J 

由式②得 ( icO ，(3)= ，即 J 为一反对称变换. 

(2 ) 设 h 是反对称变换^的不变子空间， cx 为 h 的正交补 
Vi 中的任一向量，3为 h 中的任一向量，则 ^P)6Fi ，且有 
(^a) ,P)— — (a )—0 , 

即 40 ()与 h 中任一向量正交，故 ja)6 Fi .从而知 r |; 对 。她 
不变. 

例 4设 A 是实对称矩阵，且 A 2 = £，证明 : 存在正交矩阵7\ 

使得 
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Er O 

O — E n — r 


T AT= 

证 因为 A 是实对称矩阵，故存在正交方阵 21 ，使 


rr'Ari = 


其中是4的特征根. 

因为 a 2 = £ ，故有 （ tTati ) 2 = r — .又 

-1 2 ^ 

er ： 1 ati y= .. ， 

Ai 

所以 A ； = l ，: l . = ±l (户1 ，2 ，…， n). 设 1 的重数为 r， 则 一 1重数 
为•，适当交换行列，可得正交矩阵7\使得 


T AT= 


Er O 

O E„- 


例 5 设 /(%i ，似， … ，知 )= X AX 是一实二次型， Aa ， X2 ，…， 
L 是 A 的特征多项式的根，且，证明 :对任 一 - XG 
R " ，有 

h X'X<X AX<X,X X. 

证 因为 A 是实对称的，所以存在正交矩阵2\使得 

Xi 

T AT= . ， 


则由 得， r — 1 Ar —; Vi £：=: r 1 ( A — Xi £) r 的特征根 

为0 a —\ ，…， L 一1 ，且都是非负实数，故 a -^ £是半正定的. 



因此，对任意实《维向量 X ，都有 

X'CA-hE)X>0, 即 X XKJtAX. ① 

同理，由于 ^，E - T l AT= J 1 O^E~A)T 的特征根为 
入„ 一 ;^，…， L — L - i ，0,都是非负实数，故一 A 也是半正定的， 
从而对任意实 a 维向量 X 都有 

X ' ( X n E ~ A ) X > 0 ,即 X AXO^X X . ② 

综合式①与式②得 ^ x ' x < x ' ax < x , x'x . 

例6设二次型/(%1，幻， …，； 《„) 的矩阵为是 A 的特征 
多项式的根，证明 :存在 R " 中的非零向量(石，王2，…，无》)，使得 

/(xi ,~X2 ，… ,~Xn )= A.(xi + %2 H - Y~Xn ). 

证因为 A 是实对称阵， X 是实数，故存在实非零向量《= 
(xi 9 X 2 ，… yXn ) \使 Aa = Xct .在等式两端左乘 c / ，得 

aAa = a Xa , 

艮 P /(xi ,X2• ,~%n )= A.(xi + H - hxl ) . 

例 7 设 A ， B 是两个 nX n 实对称矩阵，且 B 是正定矩阵，证 
明 :存 在一个 nXri 实可逆矩阵2%使 T ^ IT 与 fBT 同时为对角形. 

证已知 B 是正定矩阵，故必存在可逆阵 C ， 使 dBC = EM 
dAC 仍为对称阵，所以必存在正交阵 Z )， 使得 

Xl 

D \ dAC ) D = . 

I 

令 T=CDM r 为可逆阵， 

fAT =( CD )' A ( CD ), fBT = DCBCD = DED = E . 

所以 f AT 与 T ' BT 同时为对角形. 

例 8 证 明:在 n 阶实对称矩阵中，正定矩阵只能与正定矩阵 
相似. 

证设 a 阶实对称矩阵 A 与 B 相似.当 A 为正定矩阵时 ， A 
的特征根全为正实数.由于相似方阵有相同的特征根，从而 B 的 
特征根也全是正实数，所以 B 也是正定矩阵. 
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例 9 证明 :每 个实可逆矩阵 A 必可表为一个正定矩阵与一 
个正交矩阵的乘积，即 A = 21 = 71 & .这里&是正定矩阵， 
71 ,71是正交矩阵. 

证 因为4是可逆的，所以 AA ' 是正定的，由例8知，存在正 
定矩阵 R MAA!=^i . 

令 Bi A=ri , ABi 1 = T 2 , 

贝 lj A=Bi Ti , A = r 2 Bi , 

Tifi = (Bi'A) (B「 1 A )'=Bi l AA!Bi=B^^iBi 1 =E. 

所以 71 是正交矩阵. 

类似可证： r 2 也是正交矩阵. 

第五节酉空间 

主要内容 

1 •定义1 长度称为向量《和 P 的距离 ，记为 d ( a , P ). 
距离有三条基本 性质： 

( 1 ) 

(2) 办 a ， P )>0, 当且仅当 a =|3 时等号才 成立； 

(3) d ( a ， P ). 名4(0!，7)+(^(7,3)-(_三角不等式）. 

2. 最小二乘法问题 :线性 方程组 

an xi ~\~ m 2 % 2 ~r •••-{- aisXs — bi = 0 ， 

021 x\~r az 2 X 2 ~r*"-r azsXs — & — 0 , 

Onl XI ~\~ On2 + •••+ OnsXs — bn = 0 

可能无解，即任何一组数幻，於 ，•••，％ 都可能使 

(an xi + a ^2 %2 + • • • + cusXs 一 bif ① 

t = 1 

不等于零.使式①取得最小的 d ，乂，… ，乂 ，称为方程组的 最小二 
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乘解 .这种冋题称为最小二乘法问题. 

3 .定义2 设 F 是复数域上的线性空间，在 F 上定义了一个 
二元复函数，称 为内积，记为 （ ct ， P ). 

内积具有以下^ : 

(1 ) ( a , P )= ( P ， a ) ，这里 （ P ， ct ) 是 （ P ， ct ) 的共轭 复数； 

(2) ( ka ^)= k ( a ,^)-, 

(3) ( a +(3, y )=( a ,7)+( P ,7)； 

(4) ( a ， cO 是非负实数，且 （ a ， a )=0 当且仅当 a =0 . 

这里 《， P ，7 是 F 中任意的向量， A 为任意复数.这样的线性空间称 
为酉 空间. 

酉空间有一套与欧氏空间平行的理论. 

对复矩阵 A ，若满足 A ' A = AA '= 仏则称 A 为 酉矩阵 ，其行列 
式的绝对值等于1 . 

酉空间 F 的线性变换乂如果满足 CU )=( a ， P )， 就称 J 
为 V 的一个 酉变换 .酉变换在标准正交基下的矩阵是酉矩阵. 

两组标准正交基的过渡矩阵是酉矩阵. 

如果矩阵 A 满足 a ' = A ，则 A 称为埃 尔米特 （ Hermite ) 矩阵. 
在酉空间 C " 中令 

, X 2 ，… ,Xn ) = A(xi , X 2 ，… , Xn ), 

则 C 4 a )， P )=( c (，^4 P ))，. 她是对称变换. 

埃尔米特矩阵的特征值为实数，它的属于不同特征值的特征 
向量必正交. 

若 A 是埃尔米特矩阵，则有酉矩阵 C ， 使是对 
角形矩阵.二次齐次函数 

f(xi ,%2 ,••• ,% n ) = ^ 2 aijxixj = X 1 AX 

i= 1 y=l 

称为埃 尔米特二次型 .必有酉矩阵 c ， 当 x = cr 时， 

f(xi 9 X2 ，… 9 Xn )= d\ yi y \ + d2 J1 歹 2 +•••+ dnjnjn . 
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疑难解析 


1 . 酉空间与欧氏空间有何联系与区别？ 

答 酉空间又称 t / 空间，其英文名称为 : unitary space .它是 
欧氏空间在复数域上的自然类比，它的许多概念和命题与欧氏空 
间相应的概念与命题完全平行. 

但是，因为酉空间是定义在复数域上的，所以其内积是复数， 
故不能定义两向量间的夹角. 

2. 怎样理解最小二乘法？ 

X C Xl y %2 ，•“，尤 n ) ( CUl XI CU 2 XI + ••• + aisXs 

i= 1 

^b,f 为最小，就是在 ，《2 ，…， cO 中找一个向量 F ， 使得 B = 
(bi ,fe ,,bn )' 到它的距离比到 i (cu ,02，…， a ,) 中其它向量的距 
离都短.故设 y AX= xi cti + %2 os +…+ X , ct s 是所求向量，则由 
A' (B — AZ )=0 或 A AX=A B 可求得解. 


方法、技巧与典型例题分析 


例1求下列方程的最小二 乘解: 


0 .39%—1 .89y— 1, 

0 .61a; — 1 .80y=l ， 

0 .93 a; —1 .68y=l , 

1 .35 a; — 1.50y—1 . 

用“到子空间距离最短的线是垂线”的语言表达上面方程组的最小 



解令 

0.39 -1.89 1 


0.61 

0.93 

1.35 


一 1 .80 
- 1.68 
-1.50 


— (ai ， os ) ， 


XI 



X2 


1 

B= 
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0.39 a; 

一 1.89 j 

OMx 

— 1.80y 

0.93a; 

— 1.68 j 

1 .35 a; 

—1.50 j- 


y cu I 


贝 IJ “ 到子空间距离最短的线是垂线”应理解为 \ Y ~ Bf 值为最小， 
因而最小二乘解的几何意义是在 L(ai ,02 ) 中求内射影 1". 

由 A ' AX=A B ，得方程组 

「 3.2116 x -5.4225 y =3.28, 

1 —5 .4225 x+ll .8845 r =-6 .87, 

解得 x =0.197, —0.488. 

例 2证明 : 酉空间中两组标准正交基的过渡矩阵是酉矩阵. 
证设 a ，&，…， e „ 与&，& 是酉空间的两组标准正 

交基.它们间的过渡矩阵 A = U )，BP 

S, = CBiEi + ae；£2 + •••+ a ； e n . 

(Si ,Sj )= (ffliSl + Q2i£2 + ••• + OniEn » ffljEl + + •••+ OnjEn ) 

= aucnj~\~ Q21' 云 + • • • + aniUnj =_ 1 ^ 


即得 A r A = 所以 A 是酉矩阵. 

例 3 证明 :酉 矩阵的特征根的模为1 . 

证 酉矩阵 A 对应的变换是酉变换是其特征值，《是 
属于; V 的特征向量，则由 ^4 ct )= Xa 得 

(a,a)= (^a) ,^a))= (Xa ,Xa )= A. 2 (a,a)7^0 , 

知 : VX =1， 即 X 的模为 1. 

若 ■为 A 的两个不同的特征值 , X ,¥ 是分别属于 入和 y 的 
特征向量，则由 AZ=AX , A ¥= p¥M 

X Y = X ' ( A'A ) Y = ( AX )' ( AY )= XpX ' Y , 

即 （ V —1) X '： F =0. 

但是 

(XfJ ■— 1 )X= XX 卩 —— 入 =I 入 | 2 \i—\= fi—1^0 , 
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因而 X Y = ( X ， F )=0 ，即 A 的属于不同特征值的特征向量正交. 

例4设 A 是一个 n 阶可逆复矩阵，证明 A 可以分解成 A = 
tr ， 其中 t / 是酉矩阵 ，: T 是一个上碧角形矩阵 

til tl2 ••• tin 

0 tZ2 ••• tZn 

T = ， 


0 0 • • • tnn 

其中对角线上元素 fc ( i = l ，2, …， a ) 都是正实数.并证明这个分 
解是唯一的. 

证设 A =( C (1 ，02，…， ct „) 是 ra 阶可逆复矩阵，列向量 CU ，02， 
…，线性无关，所以组成酉空间 C " 的一组基.将 ca ，《2，…，正 
交标准化，得标准正交基，择，…，氐，有 

[i = xii ai , 

(i = X12 ai + *22 02 , 


[i = xi«ai + %2»a2 + ••• + Xn, 

且每个 u 为正实数. 


Oin ■ 


( Pi ，[ i ，…， 艮 ）=( ai ， 02 ，…， ctn ) 尤， 


其中 


Xll X12 … XI n 

0 X22 … X2n 



0 0 %nn 

令 [7=((3! ，择，…， ( i )， 则 f / 显然是酉矩阵，是上三角 
矩阵，且对角线上元素是正实数.由1/=^4尤，得 A = t 7 X 4 = LT . 

再证分解的唯一性.设又有盔二以？！ ， tA 为酉矩阵，21为对角 
线上元素都是正实数的上三角形矩阵，则由 G 71= t / r 得 

t /— 1 t/i = TTi 1 . ① 

因为 tr 1 1； 为酉矩阵 . TTr 1 为上三角矩阵，所以将式①两端转 
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置共轭，则由上三角矩阵化为下三角矩阵知，式①右端必为对角矩 
阵，左端为酉矩阵;如例3知， tr 1 tA 对角线上元素模为1 ，: T 7 T 1 的 
对角元素为正实数，故对角元素都为1，即 u ~ l Ui 等于单位矩阵 
于是 

u~ l Ui = TTx l = E=^>U=Ui , . 

例 5 证明埃尔米特矩阵的特征值是实数，并且它的属于不 
同特征值的特征向量相互正交. 

证 设埃尔米特矩阵 A 确定的对称变换为是 A 的一个 
特征值，则 V 0^=0，有 0：)— Xa ，因此 

X(a,a )= (/Va ,a )= )= (ai )— (a ,/Va )= X(a ,a). 

但是 U ， cx )>0, 所以即\是实数. 

设 x 以是 A 的两个不同特征值，〜卩是分别属于; V ，^的特征 
向量， icO = Xa ⑷，贝 lj 

X(a 9 P)= (Xa ， (3)= (j ， P)= (ct ， J)= (a ， W)=p(ct ， P) • 

但#0=^1，故0，[3)=0，即 a 与 P 正交. 

例 6 设％是酉空间的线性变换，证明是酉变换的充要条 

件是 

a ) a ) )= ( a , a ) , V aG V . 

证 必要性是显然的. 

充分性由 doO ( a ， a ) 知 

(^a+ (3) 9 ^ a + P ))= ( a + P , a + P ) , V a V , 

即 dot ) ,^ a )) + (^ a )^ P ))+ (^ P ) ,^ a )) + ( JP ) ， 

(a,a)+ (a,P) + (P ， a)+ (P ， P) ， 

亦即 （ ia ) ,^ P )) + (^ P ) ,^ a ))= ( a ， P )+ ( P ， a ) • ① 

将 a 换成 i a ，得 

iC ^ cO ^ P ))—,^ a ))= i ( a , P )— i ((3, a ) , 

即 O ^ cO ， jP )) —( iP ) ， jc 0)= ( a ， P ) —( P ， a ). ② 

由式①、②得 

(^ a ) ( a , P ), V a,PG V , 
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故酉变换. 

例 7设 if 是酉空间 f 的有限维子空间，把 pe 1/映射为其 
在中正射影 a 的变换 ^： V ^ W , P ，称为 F 到 IT 的正射影 
(变换）. 

(1) 证明：爹是 F 的幂等变换（即家 2 =幻，像/„炉见，核 

ker^= W 1 - V=W®W - ； 

(2) /一家是 F 到#的正射影变换，幂等，像为，核为 IF . 

证 （1) 是显然的.又V «6见，有织 a )= « (因为 

II a—a II ^ II a — 7 II对一切76见成立），所以家是满射，故 /m 爹 
=W . 

因为 V P6F(g(P)=a6lF)| # (P)=g(c()= a= 孜 p) ，所以 
浐=爹，即爹是幂等变换. 

又 V 1F ，当 a 尹0时，坎 a)= 0；尹0，故 ker & f ] 1F= {0}. 而 

diml /= 打 = dim ker^f-dim Im^= dim (ker^f - ImS ), 

故 F = ker 趣 W 丄㊉ TF . 

而 V PGF， 有 P=a +( P—a)， 其中 

a=^(P)G W = — 丄. 

因为茨 P—a)= 茨 P)— 茨 cO= a~ a=0 ，所以 aG ker<^， 故 

W ^ = ker & ， . 

(2> 由题 a) 知， vpey， 有直和分解. 

P= a+ ((3—a)=<?((3) + (/— 约 ^= ( /—(/—<?))P~h 
故 /m ( IS )= W ~ ,ker( /—W ，且 （ I~Sf — = I — S \ 

例 8 设 cn ,02 ，…，^是酉空间 F 中一个非零正交向量，则 
对任意 P 有贝塞尔 (Bessel) 不等式 

当且仅当 P= I](a，,P) II a， II a， 时等号成立. 

k 

证 因为 cn ,02，…， On 线性无关，故可将其扩为 F 的一组基， 
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再正交化得到 F 的一组正交基 ca ， 02 ， … ， On ， a„rfl ， … ， ct n •故 V P 
e F ， 设 

对等式两端与似作内积，有 

(a^ ,P) = ( ak 内 OLj] = ( oik ， (u) (k = 1 ,2 ,••• ，几）， 

7 =1 

故 p= S faTP at - 

由此得出 

Tl fl « 2 771 2 

= Mr — 1 ir^iV - 

k= 1 fc=l II OUc II k= 1 II QA ： II 

当且仅当卜+1一“=仏 = 0,即 pe[(ca ，02，… ，( Xm ) 时，等号成立. 
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第十章双线性函数与辛空间 


利用双线性函数可以统一讨论二次型、欧氏空间与酉空间、对 
称矩阵等的问题. 

第一节线性函数与对偶空间 

主要内容 

1 .定义 1设 F 是数域 P 上的一个线性空间，/是 F 到 P 的 
一■个映射，如果/满足 

(1) /(c<+P)=/(a)+/(P )， 

( 2 ) f ( ka )= kf ( a ), 

式中 《， P 是 F 中任意元素， A 是 P 中任意数，则称/为 F 上的一 

个线性函数. 

V 上的线性函数/有以下简单 性质： 

(1)/(0)=0， /( 一《)=—/(0()， 

(2 ) 若 (3= h ai +fc os H - h k , a $ , 

则 f ( P )= hf(ai )+ fc /( o2 )H - h k,f ( a ,). 

f ( X )= 0 称为零函数. 

定理 1 设 F 是/ 1 上一个 ra 维线性空间， a ， e ，…，& ■是 F 的 
一组基， a ，®，…， a ■是 P 中任意 ri 个数，存在唯一的 F 上的线性 
函数/使 

/(£;)= a (i=l ,2 • ,n). 

2 .设 /， g 是 F 的线性函数，定义 /+ g 如下： 

(/+g-)(a)=/(a)+g-(a), a6 V . 
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/+g ■也是线性函数 ，/+g ■称为/与 g 的和. 

( /+ gO(a+ P)= (/+gO(a)+ (/+gO(P) ， 

( f + g)(ka )= k ( f + g ){ a ). 

设 / 是 F 上的线性函数，对 P 中任意数 A， 定义函数 A/ 如 
下： 

( kf )( a )= k ( f ( a )), aeV . 

kf 称为 k 与 f 的数量乘积 ，A/ 是线性函数. 

在上面定义的加法与数量乘法下 ，i (F ， P) 是数域 P 上的线 
性空间. 

3. 取定 F 的一组基 a，e ，作 F 上 n 个线性函数力， 
/2 ，- , fn ，使得 


/■ (4 )= 


1 ， 产“ 
0 护 i 


( i , j = 1,2，… , n ). 


① 


因为/;在基 £i ，£2，•••，£„上的值已确定，这样的函数是唯一■存在 


的.对 F 中向量 a = y] ，有 /, (a) = xi . 

i= 1 


引理 对 F 中任意向量 c (，有 a= 2]/.(a)e. .而对 [(F，/ 5 ) 

t'= 1 


中任意向量/，有/= 2 /(& )/.. 

i= 1 

定理 1 L ( V , 尸)的维数等于 F 的维数，而且力 ，/ 2 ，…， /„是 
iCFJ ) 的一组基. 

4. 定义2 i(/MO 称为 F 的对偶 空间. 由式①决定的 
的基，称为& a ，•••，&,的对 偶基. 

v 的对偶空间简记为 r . 

定理2 设 a ， e ，…， e „ 及 t ) i ， t )2, t )„ 是线性空间 F 的两 
组基，它们的对偶基分别为 / i ，/ z ，… ， fn 1 gi ， gi ， g „ .若由 
a ，£2，… ，&■到 T ] l ， Tj ! ，…， T )„ 的过渡矩阵为 A ，贝 | J 由 / l ，/2 ，…， /„ 
到 p ，步 ，…必 的过渡矩阵为 U ' 厂 1 . 
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设 r 是 f 的对偶空间，定义 r 上函数 

/*(/)=/&)， f ^ v ' 

式中 xe f . x “是 r 上线性函数，因此是 r 的对偶空间 f " 中 
的元素. 

定理3 F 是一个线性空间 ， F " 是 F 的对偶空间的对偶空 
间， F 到的映射 x - x ** 是一个同构映射. 

疑难解析 


试述求线性空间 F 的基， & ，•••，£„的对偶基的方法? 


答 V a € F ，设 a = D xiZi ，则对任/ F * 有 

i= 1 

f(a)= xi )+ X2 /(£2 )+•••+a;«/ (e n ) 

=(f(ei ) 9 /(e2 ),••• 9 /(e n ))(xi 9 X2 ,••• 9 x n ) r . 

又设力 ，/ 2 ，…，/«是 & ，&，…， l 的对偶基，则 

fi (a)= xi /(ei )+ X2 /(£2 )+•••+ Xnf {Zn) (i=l ,2 ,••• ^n) , 

即有 


/ i ( a ) /i (ei ) / i (£2 ) … /i {Zn ) %i 

… — … … … = (f l ()) … •① 

fn (a) /« (ei ) fn{^2 ) fn(Zn) Xn 

由对偶基的定义，知 


f i ) = Sy = 

所得 (/i ( ^/ ))= 凡，故由式①得 



f\ ( a)= xi , /2 (a)= %2 , …， fn ( a)= Xn , 

且对任 /er ，有 

f(a)=f(B )/l+/( £2 )/2 + 〜+/(£„)/” 

即 / 在对偶基上的坐标即为 /(& ) ，/(82 ) ，… ,/(£,). 


方法、技巧与典型例题分析 


了解线性函数概念，会求线性函数，能够讨论有关线性空间关 
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于对偶基的命题等.要求对有关线性函数的概念、性质有充分的理 
解，对对偶空间及对偶基之间的关系及形成有足够的熟悉与了解. 

例1设 a A ，…，£»是线性空间 F 的基， /. 是“取坐标”行 
动，即对 a 6 V ，/;( a ) 就是 a 的坐标的第 f 个分量，证明 / i ，/2，…， 
/„是的对偶基. 

证任取 a 6 F ，设 a = ^ cn ，则 /. ( a ) = a .因为对任意 

t'= 1 

的 a，pe f ， 有 

fi ( a+ P) = fi {cu~\~ bi)zi — ai~\~ bi = // ( a) + /i(P )， 

i= 1 

fi(ka)= fi 2^j kaiti — kai — kf ia , 

i= 1 

所以 / 是线性函数，力 6 〆 ( i = l , 2 ,-, n ). 

又对任 / er 和 cxey ，有 

/( a)=/(£i )/i ( a ) + /(£2 )/2 ( a)H - h /( e « )/«( a ), 

所以 /—/(& )/i +/0 )/2 + … + /( 0 / ra ， 

故力 ，/ 2 ，…， /„ 是 r 的一 组基. 

由 / i ( eO = l ^( ey )=0,^ y,BP / 办 ）= S " ( i ， y = l ，2 ，…， 
n ) ，所以 / l ，/ 2 ，…，/„ 是 ei ，£ 2 ，•••，£；„ 的对 偶基. 

例 2 F 是数域 P 上一个三维线性空间， &，£2 是它的一 
组基，/是 F 上一个线性函数，已知 

/( £1 + £3 )— 1 , /(£2 一2 £3 )— 一1， /( £1 + £2 )= —3， 

求 jT (% l£l + %2£2 + %3£3 )• 

解因为/是线性函数，故有方程组 

/(&) +/(es) =1 ， 

/O )—2/(。 ）= — 1， 

/(&)+/(£2) = —3 , 

解得 /(£! )=4 ，/(£2 )= — 7 ，/(es )= — 3，故 

/ ( A；1 £l + j\；2 £2 + %3 £3 )— Xlf(^i )+ X2f(^2 )+ X3 /( £3 ) 
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= 4：xi — 7 %2 — 3x3 . 


例 3 F 与 & # 同例 2 ，试找出一个线性函数/，使 
/(a + e )=/(a 一 2 e 3 )=0 , /(ei + e )= l . 

解 由 

/( a ) + /( E 3 )=0, 

/( a ) -2/( & )=0, 

/(a )+/(&) =1 

解得 /(a ) = 0 ,/(£2 ) = 1 ，/ (£3 ) = 0 ，于是，对任意的 a 6 F ，若 

3 

a = x ,£. ，则线性函数为 

t'= 1 

/( a ) — /(^1£11%2£2 + %3£3) — . 

例 4设£1 ， E 2 ，£3是线性空间 F 的一组基，/ : ，/ 2 ，/ 3 是它的 
对偶基. 

ai = £1 一 £3 , 02 — £l ~r £2 + £3 , 03 — £2 + £3 . 

试证 M 一，⑵是 F 的一组基并求它的对偶基(用/ i ，/ 2 ，/3表 出）. 
证 因为 

1 1 0 

(CQ y 012 ， （ X3 (£l 9 £2 9 £3 )^4.^ (£l ， £2 ， £3) 0 1 1 ， 

一 1 1 1 

而 |A |= —1^0，所以 m ，02，⑵线性无关，是 F 的一 组基. 

设 g !， g 2， gs 是 ca ，02 ， as 的对偶基，则由两组对偶基之间关 

系得 

(gl ,g2 ,g3 )= (/l ， / 2 ，/ 3 )(A r ) _1 . ① 

0 1 -l 

而 ( A r y 1= l—i 2 ， 

一 1 1 -1 

将 G 4 V 代人式①，得 ai ,02 , 03的对偶基为 

P = / 2 一/ 3 ，炉二/ 1 一/ 2 +/ 3 ， /^ 2 / 2- / 3 - 

例5 设 f 是一个线性空间，/:，/ 2 ，…，/.、•是 r 中非零向 
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量，试证 :存在 F ，使 

fi (a)7^0 “=1 ， 2 ， … ， 《 s) • 

证对于每一个 fi ( i = 1，2 ，…， s ) ，构造 F 的子空间 Wi — 
{a\fi(a)=0,aeV} •由于 /#0 ( i = l ，2 ，…， s ) 知 K 是 F 的非 
平凡子空间，则依第六章第五节例 16 知，存在 cxeF 且 aeTF ； (i 
=1，2，•••，$)满足 fi (a)7^0 . 

例 6 设 cxi ，02，… ， a * 是线性空间 V "中非零向量，证明有 
F * ，使 /( cO #0 ( i = l ，2，".， s ). 

证因为 F 与同构，且 m ,02 ，…， cx , 是 F 中非零向量， 
所以 a r ， a r ，…， a r 是 r = /的非 零向量.则由例5知， 
存在 / er ，使心* (/) 乒0,即/(⑴ ㈣ g = i ，2，."， s ). 

例7 V = _ P [%]3 ，对 p(x )— CO + Cl X~\~ C2 X 2 定义 

/i (p(x)) = ， 

f2 (p(x)) = j o /)(^) dA ； , 

/3(/>(%))=J 。 p(x)dx , 

试证: /!，/2，/3 都是 F 上的线性函数，并找出 F 的一组基 /H U ) ， 
P2 U)，p U ) ，使 / l ，/ 2 ，/ 3 是其对偶基. 

证利用定积分性质 ，V p(x) 9 q(x)^ P [%]3 和 A :, ZG 尸，有 

/i (kp (x)~\~ lq(x)) — | o [ A :/)( a ;) + lq{x)~\Ax 


— kf\ If i (q(x )), 


故力是尸^^上线性 函数. 

同理， /2，/ 3 也是 P [^]3 上的线 性函数. 

^ pi (x) = ao ^ il - a\ x^!ixi2 % ( i = l ，2,3) 是 _ P [%) 的一'组 
基.若力 ，/2，/ 3 是其对偶基，则力，/2，/ 3 应是标准基，即 


f 

J 0 


ii ' + aT 


2 2 X d% = 


ao + 士 a( J i) + 


丄 


CL2 
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0, 

1， 


jH 

j =1 ^ 


[( + aV x~\~ x 2 dx = 2 M 、 + 2a(i) + 寻 
Jo 3 


不 0 ， 7^2, 

11 ， j = 2 , 


( ao } 


: a ] 2 % d ^; — — ao + " J "ai 


I 0 ， 7^3, 
11 ， j = 3 . 


其矩阵形式为 


1 

1/2 

1/3 — 

_ (1) 

ao 

(2) 

ao 

(3 厂 

a o 


"1 0 0" 

2 

2 

8/3 

( l ) 

a i 

(2) 

ai 

(3) 

a i 

= 

0 1 0 

--1 

1/2 

-1/3 - 

( l ) 

L «2 

(2) 

a 2 

(3) 

a 2 _ 


-0 0 1- 



_ (1) 

ao 

(2) 

ao 

(3) _ 

ao 


1 —1/6 

一1/3 — 

于是 

( l ) 

a i 

(2) 

a i 

(3) 

ai 


1 0 

1 


( l ) 

L a 2 

(2) 

a 2 

(3) 

a 2 - 


--3/2 1/2 

— 1 / 2 — 


从而 P [% J 的基为 

pi (% )= 1 + X —音 % 2 ，/>2 ( A ； )— — 含 + 含 % 2 ， 


p 3 ( x )= 



+ % 一 



而 / l ，/2，/3恰为其对偶基 • 

例8 设 F 是一个^维空间，其内积为 U ， p )， 对 F 中确定的 
向量 ct ， 定义 F 上一个函数 〆 ： 〆 ((3)=( ct ， P ). 

(1) 证明/是 F 上线性 函数； 

(2) 证明 f 到 r 的映射是 f 到 r 的一个同构映射. 
(在这个同构下，欧氏空间可看成自身的对偶空间） 

证 (1) vpjey 与 A ： eR ， 因为 

a" (P+ y)= (a,p+ y)= (a,(3)+ (a ,y)= a ((3)+ a" ⑺， 
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a * ( k ^)= ( a , k ^)= k ( a ,^)= ka " ( P ), 

所以/是 F 上的线性函数. 

(2 ) 设 cu ， oe ， …， cu 是 F 的一组标准正交基，且 a ,^- a ! ( i = 
1 ,2，•- - , n ) .因为 

» 1 ， i = j i 

a. (aj )= ( a, ,a；)= . 

0 ， , 

所以 aT ; ，…，:是 m ,02 的对偶基.因为线性空间 F 

与 f 两组基之间的对应是同构对应，因而 a — /是 F 到 r 的同 
构映射. 

例9 设％是 P 上维空间 F 的一个线性变换， 

(1) 证 明:对 F 上的线性函数/ ,/廟是 V 上的线性 函数； 

(2) 定义 r 到自身的映射 i 为 /—/ i 证明 : 是 f 上 
的线性 变换； 

(3 ) 设 a ， e ，•• •，&■是 F 的一组基， 力，/ 2 ，•••，/» 是它的对偶 
基，并设 a A ，…，下的矩阵为 A . 证明在/!，/ 2 ，…， 
/„下的矩阵为 A '.( 因此 W 被称为转置映射） 

证 （1 ) V a ，阳 F ，/ cG 尸，因为 

(/^(a+P)=/(^a+P))=/(^a)) + /(^P)) 

= (/^( a )+(/^( P ), 

( f ^( ka )= f (^ ka ))= f ( k ^ a ))= kfd ^ a ))= Hf ^( a ), 
所以 ，/ i 4 是 F 上的线性函数. 

( 2 > ^ f , g ev ' ， zep ， 因为 

』* (/+ g)= (/+g r )』 = /』" (/)+』* (gO ， 

( lf) = ( l = Z( L^* ( f) » 

所以，义是 F 上的线性变换. 

(3) 因为 』: a , e ，"_，£„)=(&，£2，… ， e „ M ， 所以 

^£i )= CBiEl + CEi£2 + ••• + a.i£n ( 1= 1 , 2 ，••• , n ). 

又因为 /!，/ 2 ，…， /» 是 ，£2，•••，&■ 的对偶基，故 
(/^( e .)=/.(^ e .)) 
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=aiifj (a )+ auf j (ez )H - h anif j (e ”） 

=aji (i,y=l ,2 , ,n). ① 

又设 W ( 力 ，/ 2 ，…， /»)=(/!，/ 2 ，…， /„ )B ， 其中 B = 
(fe )»X n ，则 

(fj )= - h bnjfn , 

于是 (fj )(£.)= (bijfi+bijf2-\ - ^ bnjfn )(£i ) 

=bijfi (e (& )H - V bnjfn (& 、=hj . ® 

但是， J* ( f] ) = /l J 故由式①、式②得 

bij = (/i )() = (/;』（& )= a); (i,j=l ,2• ,n). 

即 B=A'. 

例 10Z+-Tr(AX),XeF 
是 F 上的线性函数 . 

证 VX,F6F, * ， /e 尸，因为 

f(kX)=Tr(A(kX)=Tr(k(AX)) 

=k- Tr(AX)=kf(X), 
f(X+Y)=Tr(A(X+Y))=Tr(AX+AY) 

= Tr ( AZ )+ Tr ( AF )=/( X )+/( F ), 

所以， / 是 F 上的线性函数 . 

例 11 设 F 是数域 P 上一个线性空间，力， / 2 ， ••• ， /*. 是 F 上 
A 个线性函数 . 

(1) 证明下列集合 !T={aeF |/,_(cO=0 ， l<i< 幻是 F 的一 
个子空间 I 称为线性函数 /! ， / 2 ， ••• ， > 的零化子空间 . 

(2) 证明： F 的任一个子空间皆为某些线性函数的零化子空 

间 . 

证 （ 1) 由力，/ 2 ，…， /« 是线性函数知，力 （ 0)=0 ， l<i<A ， 
故 oeir，BP r 非空 . 又 v 尸，有 

/, ( a+ P)= /,- ( a)+ /. (P)= 0+0=0 , 

fi{ka)=kfi{a)=0 , l<i<fc. 

于是， ,ka^W ，知 IF 是 F 的一个子空间 . 
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(2) 如果取 W=V V 的零函数，即 /( a )=0， a eF — ，则 
^={«67 |/(00=0}=7，故妒是/的零化子空间. 

若取见={0}，/为 F 上任意线性函数，则/(0) = 0，见是/ 
的零化子空间. 

若取是 F 的 A 维非平凡子空间 ,ai , 02 ，- ， ca 是 IT 的一组 
基，它可扩充为 F 的一组基 m ,02 ，…， ctt , a ,+ i .再取其对偶 

m / l ，/ 2，- , fk 扣，…， fn ，使其为 f 上的线性函数，且有 

f i (aj )=0 “= A+l ， A+2 ，…， 7 = 1 ,2• ,k). 

任取 IF ， P = Zi ai + h 02 + … + ca ， 故 

fi (P)= li f(oa )+ kf(ct 2 ，十…十 hf ( ak )=0 (i= k~\~l ,••• ， n) • 

从而 PCi { F I /; ( a )=0 . 

反之，取 76 { aGF |/ 1 (a)=0 ， A+l<i<n} ，贝 lj 

7= h ai + h 02 + ••• + A+i afc+i + •••+ Leu ， 

fi (7) = 0 _ h h+\ fi{ a^+i )H ■… + Inf i(dn) • 

1 • — • 

由于 fi (7) = 0 fi ( aj )= 」 ’ 

o ， i_j ， 

故 h + i = h +2 = = L =0 ， 

则 7= Zi cu + fc os + … + hah 故 IF = { a G F | /； ( a ) = 0 , 
k + Ki < n ) ，即确有 F 上的线性函数 / t +1 ，/*+ 2 ，•••，/» ，使 IT 为 
它们的零化子空间. 

第二节双线性函数 

主要内容 

1 .定义1 F 是数域 P 上一个线性空间， /( a ， P ) 是 F 上一个 
二元函数，即对 F 中任意两个向量 a ， p ，根据/都唯一地对应于 P 
中一个数 /( ct ， P ). 如果 /( ct ， P ) 有下列 性质： 

(1 ) /( a (i + fc (i )= hfia.,^ )4 - fc/(a ，泽 ）; 
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(2 ) f (ki cq + As 02 ,P)= ki f ( ai ,P)+ fc /( 02 ,P). 

其中^，(^，(^[^^，(^是^中任意向量上上是 P 中任意数，则 
称 /(ct ，卩)为 F 上的双线性函数. 

2 .定义 2 设/(^幻是数域户上^维线性空间 F 上的一个 
双线性函数， ei A ，…， e„ 是 F 的一组基，则矩阵 

/(ei，eO /(a ,£2 ) … /(a ,£„ ) 

/(£ 2 ，& ) /(£2 ,£2 ) … /( £2 , £„ ) 

A= 

/(&■，&) /(e„,e) ••- /(e» ,e») 

称为 /(a，P) 在 a ，£2，…， e„ 下的度量 矩阵. 

同一双线性函数在不同基下的度量矩阵是合同的. 

定义 3 设 /U ，卩)是线性空间 F 上一个双线性函数，如果 
/( a ，P)=o, 对任意 pei/， 可推出《=0，/就称为非退化的. 

双线性函数/(«，卩)是非退化的充要条件是其度量矩阵 A 为 
非退化矩阵. 

3 .定义 4 设 /(a ，卩)是线性空间 F 上的双线性函数，若对 F 
中任意两个向量都有 /(«， P )=—/( P ， cO , 则称 /( cuP) 为反 
对称双线性函数. 

双线性函数是对称的，当且仅当它在任一组基下的度量矩阵 
是对称矩阵. 

双线性函数是反对称的，当且仅当它在任一组基下的度量矩 
阵是反对称矩阵. 

定理 1设 F 是数域 P 上 n 维线性空间， /( «，卩)是 F 上对称 
双线性函数，则存在 F 的一组基 e!，e ，… ，&■，使 /(«，P) 在这组基 
下的度量矩阵为对角矩阵. 

推论 1设 F 是复数域上 n 维线性空间，/( a ，卩)是 F 上对称 
双线性函数，贝 1 J 存在 F 的一组基 Si ，£2，…，& •，对 F 中任意向量 

a = XiZi ,(3 = 2^ y ； Zi ，有 

i= 1 t= 1 
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/( a ,P)= xi y\ + %2 72H - h x P y P — x P +i y P +i 

一…一 Xrjr . 

4 .定义 5 设 F 是数域 P 上线性空间，/(«，卩)是 F 上双线 
性函数.当 a =|3 时， F 上函数 /( a ， cO 称为与 /( ct ， P ) 对应的二次 
齐次函数. 

对称双线性函数与二次齐次函数是 1-1 对应的. 

5 .定理2 设 /( «，卩)是 n 维线性空间 F 上反对称双线性函 
数，则存在 F 的一组基 ei ， e - !，…， e r ， e - r ，邛，•••，邛，使得 

/(e ； )=1 (i. = l ,2 ， … ， r) ; 

/( e ., e , )=o ( i + y ^ o )； 

/( a, rjt )= 0 ( aG F ,k= 1,2 ,••• , 5 ). 

F 上的对称双线性函数如果是非退化的，则有 F 的一组基 
£1 ,£2 足 

y(£,- ,£； )v z ^0 (i=l ,2 • ,n ) , 

/(£，-,£, )=0 ( 的 ） . 

这样的基称为 F 的对于 /( «， 卩)的正交基. 

具有非退化反对称双线性函数的线性空间一定是偶数维的. 

疑难解析 

1 . 线性函数与双线性函数有何联系？ 

答 F 上的线性函数/是一个单变量函数，而双线性函数 
/(«，卩)是 F 上的二元函数.但在实际上，如果固定双线性函数中 
的一个变元，则双线性函数成为另一个变元的线性函数. 

2. 在不同的基下，同一个双线性函数的度量矩阵有何关系？ 

答 在不同的基下，同一双线性函数的度量矩阵一般是不同 
的.设 a ，£2，…， e „ 与 t ) i ，，，…，卞是 F 的两组基，对任意 a , P 6 
F , 有 

a= (& ， £ 2 ，•••，£„ )X= (T)i ,rp ，■- ,rj„ )Xi , 

P—(a ,E2 ，•- - ,e„)F=(tji ,rp • ,t)„ )Fi , 

• 435 • 



则 


X=CXi , Y=CYi . 

若双线性函数 /0， P ) 在£1，£2，•••，£„及 T )1， T ]2 ，… ，叩 下的度 
量矩阵分别为 A ， B ，则 

/( a ， P)=X^4r= (CXi )'A(CYi )=^1 {dAC)Yi ■, 

又 /( a , P )= x ! BFi ，所以6=<^4(7.即同一双线性函数在不同基 
下的度量矩阵是合同的. 

3. 实对称双线性函数与实对称矩阵有什么关系？ 

答 对称双线性函数在 F 的任一组基下的度量矩阵是对称 
矩阵，反对称双线性函数在 F 的任一组基下的度量矩阵是反对称 
矩阵. 

对称矩阵 M „ ( P ) 必相合于一个对角矩阵 

fi=diag(<i ,••• ,dr ,0 ,••• ,0) (_di … dry^O ,0^r^n) . 

当戶0：时，4相合于5=(1—(1，.，.，1，0，“.，0), 

当时， A 相合于 

_ E P 

li — Er-p (O^p^^f^n) , 

0 

对于对称双线性函数以及对称矩阵的正定、半正定的讨论都 
是在实数域上进行的.判别实对称矩阵正定的条件主要有 两个： 

(1) 实对称矩阵正定的充要条件是它们相合于单位 矩阵； 

(2) 实对称矩阵正定的充要条件是它的所有顺序主子式全大 
于零. 

有关双线性函数的概念和结论与矩阵的相关概念和结论是平 
行的. 


方法、技巧与典型例题分析 

例 1 设 F = 户 ， C (= (%1 ，%2 )，(3= ( yi ， J 2 )，定义 


/(ct ， P)= 


XI X2 
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证明 : /是 F 上的双线性函数，并求它在自然基下的度量矩阵. 
证 因为 c / = (%!，％( ) ，对 a ：， a/ e _ p ，有 


f(ka~\~ k l a ， P) = 


kxi k r xi 

yi 


k%2 + k' X2 
yi 



XI X2 


t r 

XI X2 

k 


H - k' 



yi y 2 


yi j 2 


= kf ( a ^)+ k r f (a , P ). 

同理可证 /( a ， A :|3+ fcW )= &/0，[^)+/1//0，[^)，其中 fev "•所 
以 / 是 F 上的双线性 函数. 


/关于自然基的度量矩阵为忍= 


例2设4是尸上一个 m 级矩阵，定义，〜上一个二元函数 
f(X,Y)=Tr(X r AY), Z,FG 严 • 
a ) 证明 /( x ，: n 是/^“上的双线性 函数； 
(2)求/(尤，10在基 

En ， El2 ， … ，五 In ，忍 1 ， … ， £L ， … ， Eml ， Em2 ， …, Emn 

下的度量矩阵 （跤 表示 i 行 / 列元素为1，其余元素为零的 mX n 
矩阵）. 

证 a ) 任取 x,xi , X 2 j ,Fi , f 2 g p ™ x " mhe 尸，因 
为 

f(kiXi + liX2 ,F)=Tr[(foZi+/iX 2 )'AF] 

=h Tr(Z!AF)+/i Tr(ZUF) 


=h f(Xi ,Y)+hf(X2 ,F), 
f (X,kYi~\~ hY2 )=Tr[X ， A(fcFi + kYi )] 

= k 2 Tr(X'AYi )+kTr(X'AY 2 ) 


= hf{X,Yi )+kf(X,Y2), 

所以 ，/ •是 F "/" 上的双线性函数. 

(2) 设 A = ( cuj ) mx n ， 则 EiisAEjt = (UjEst . j^C 
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f(K ,E Jt )=Tr(E!„AE ]t )= "’ ' 

0 , t . 

因为所以基的度量矩阵是 wnX 77 m 矩阵，是由 m 2 


个 n 级矩阵组成的.它在: 

i 行 j 列位置的 

ra 级块为 

f(En ,En ) 

… 

f(Ea ， E jn ) 

Qij 

f(E in ,Eji ) 

… 

f ( Ein , Ejn ) 

Clij 


an En 

an En … 

CH nEn 

故所求度量矩阵为 

azi En 

«22 En … 

QZnEn 


dml En 

am2 En … 

dmn jEn 


例 3 在户中定义一个双线性函数 /( X，D ，对 
X = (xi 9 X 2 9 x3 9 X4 ) 9 Y = (yi ， y 2 , j3 ， y4 ) ， 
f (X ^Y) = 3xi j 2 一 5%2 yi~r xs yi — 4：xa y 2 . 

(1) 给定户 1 的一组基 

& = (1 ， 一 2 ， 一 1，0) ， £2 = (1 ， 一 1 ， 1，0) ， 

£3 = (—1，2，1，1) ， £ l = (—1，一 l ，0，1) ， 

求 /(x，n 在这组基下的度量矩阵. 

(2) 另取一组基 

T ) 1 ， T ) 2 ，％，邛，（邛 ， r ) 2 ，邛 ，邛 ）=( 81 ， E2 ，£3 ，81 )7% 


其中 


T = 


1 


1 





1 -1 -1 1 

求 /( X ， r ) 在下的度量 矩阵. 

解 （1 ) 设在 ei ，£2，£3 ，01 下的度量矩阵为 ( Oi ；/ )4 X 4 ，其中 
% = /( 匕， G ) ，故 
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4 

7 

一 5 

-14 

-1 

2 

2 

一 7 

0 

-11 

1 

14 

15 

4 

-15 

一 2- 


(2) 设/在基屮，吁，， ， i > 下的矩阵为 B ， 则 
一 6 46 8 24— 

-18 26 16 -72 

一 2 —38 0 0 

一6 86 0 0- 

例 4 设 F 是复数域上线性空间，其维数 ，/ •(卩，卩)是 F 
上一个对称双线性函数. 

(1) 证明7中有非零向量自，使/(自，自)=0; 

(2) 若 /( a ， P ) 是非退化的，则必有线性无关的向量自， rj 满足 

/(M)=l ， /(e 』 )=/(TM)=0. 

证 （1) 因为 F 的维数故必能取到向量 a ，|3 线性无 
关，并有 /( a ， a ) = a ，/( P ， P )= 6，/( a ， P )= c .若 a ，6 中有一个为 
零，则结论成立. 

若 a，b 均不为零，可令？= a + $，而自尹0， 

/( ?»? )= /( a , a )+ 2 f /( a , P )+ f /( P , P ). 

故当尸士 [— c 士 -Jc 一 ai ] 时 ，/( e ，?)=0 . 

(2> 由题 a ) 知 f 中有非零向量 e 使 /( e ， e )= o , 又因为 /( a ， 
P ) 非退化的，故有向量 co , 使 /( e , co )=^0 .若取 S=f co , 则 
s)=l ， 

若 /( S ， S )=0, 则 T )= S 即为所求. 

若 /( S , S )= a ^0 ，可令 T )= S—f ?，此 T ) 即为所求.因为此时 

2 

/( T )? r )) = /(S?S) —a/(5,S)+-^/(5,5) : = a-cr\-0=0 , 


B=fAT= 
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/(^^)=/( e ， s—f 4 =/( e ， s )— f /( e ， e )= i . 


例 5 试证 :线 性空间 F 上双线性函数 /( a ，卩)为反对称的充 
要条件是，对任意《67都有/(0(，00=0. 

证充分性若 V o ；6F，/(ct，c()=0 ，贝 ij 对任意 o ；，P6F ，有 

0 = /( a + (3 , a + P )= /( a , a ) + /( a , P ) + /( P , a ) + /( P , P ) 

= /( a , P ) + /( P ， a ), 

故 /(cuP )=—/( P，cO, 所以 /( «， P) 是反对称双线性函数. 

必要性由/是反对称的，即对任意有 /( a,P) = 
一 /(a，P)， 故只需取 P= a， 则有 


f(a,a)= —/(a ， a )=^ /(a ,a)=0 . 

例 6 设 /( a ，卩)是 F 上对称或反对称的双线性函数 . a ，P 是 
V 中两个向量，如果 /(a，P)=0, 则称 a，(3 正交.再设欠是 F 的一 
个真子空间，证明 :对运 K ，必有 0 乒咕 K+ i ( 自)使 /(I ， a)= 0 
对所有《都成立. 

证 （1) 设/是 F 上对称双线性函数，也是 K 上对称双线性 
函数. 


若/限制在尺上是退化的，则存在 K 中向量 (^0 ，使 v «e 
K ，有 /(P，a)=0, 故取 rj=P 即为所求. 

若/限制在 K 上是非退化的，则由主要内容3定理1知，存 
在的一■组基 Sl ，£2，…， £m ，使 /( ex ，P) 在这组基下满足 

/(e, ，& )= di^O (i=l ,2，•- - ,m ), 

/(e, ,£； )=0 

而 a，e ，…，线性无关，故可作为尺+1(?)的一个基.取 






02 dm 


则17^=0尺 + ZX5) ，且对任意 a = fc ei + £2 + …+ e 尺， 

有 

/(T),a) = / -念 ’七 & )e.+ 

i= 1 di y = 1 
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=-2 2 hfi ^) 

i = 1 j =\ ai y '= 1 

= — fe/(5, Zj )+ 2 kjf dj、=Q • 

7=1 7=1 

(2) 设 / 是 F 上反对称双线性函数，也是 K 上反对称双线性 
函数. 

若/限制在 K 上是退化的，则同题 (1). 

若/限制在 K 上是非退化的，则尺必是偶数维的.由自$ K 
知 ， K + i (0 的维数是奇数，于是/限制在上是退化的. 
从而必存在^)6尺+1(专），使对于所有《 有 /( rj ， a )= 

0，所以¥«6尺，也有 /( T ]， a )=0. 

例7 设 F 与/(«，卩侗上例，尺是 F 的一个子空间，令 
K ± = {aeV \ f ( a ^)=0,\/ K } , 

(1) 试证是 F 的子空间（^ 1 称为 K 的正交补）； 

(2) 试证，若人，门尺丄= {0} ，则 F = 人外尺 -. 

证 （1) V 尺，因为 

/(0,7)=/(0 a ,7)=0/( a ,7)=0 , aGF , 

所以 oe 欠1，欠1非空. 

又对任意 a,pE K 1 ， A :6 /*，■/€尺，因为 

/( a + P ,7)=/( a ,7)+ /( P ,7)=0 , 

/( A : a +7)= A /( a , y )=0 , 

所以 a + P 6 献 A ，尺1是 F 的子空间. 

(2) 设尺是 F 的真子空间 , K + 是显然的.反之，任取 

eey ， 若 ee 尺，则 eex + 尺-.若则由上例知，存在 o 乒 rj 
6人，+[(专），使/(7)，00=0 ( a eA ，）， 即 rj € K 丄 .又由 

i ( e ) 知， T ]= P + 砝 （ P 6 尺， / c 6 尸）. 从而知々尹0,否则 T )=|3=0, 矛 
盾.于是 

?=士(7)— P)e 尺 + 尺丄. 
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所以 V^Ki + K 1 -. 

综上即知 V = K + K 1 . 

例 8 设 F ，/( a，P) ，尺同例7，并设 /( a ，P) 限制在尺上是非退 
化的 Ml £ V = K + K ± 的充要条件是 /(a，P) 在 F 上是非退化的. 

证必要性设 F = 尺+ f ，/( a，P)=0 ，阳 F ，又设 a= m 
+ os ， cu K ，02 尺丄，则V阳尺，有 

0 =/(a,P)=/(ai + ct 2 ,P)=/(cu ,P)+ /( os ,P)=/(ca ,P). 
因为 /(ct，P) 在尺上非退化，所以 ai=0^ a=CE .又 V 忙尺丄，由 
/( a ， P )=0 知 ，/( a ，7) = 0 ，故(尺丄 ）丄= K^ae 人，门尺丄= 

{0} ，即得《=0,从而知 /( a ，p) 在 F 上是非退化的. 

充分性设 /(« ，卩)在 F 上是非退化的. 

又设 ai 6尺+尺丄，若 m 尹0,则扩充 ai 为 K 的一组基 cti ，02， 
…， a™ (设 dim/C= w,). 因为 ca 6尺丄，所以 /( ai , ay )= 0 ( j = 1 ,2 , 
…， m.) ，即 f 在 K 上关于基 cti，02 ，••• ，a m 的度量矩阵第一行兀素 
全为零，于是 f 在 K 上是退化的，导致矛盾.故 ca = 0，即尺 n 欠1 
= {0} , V = K + K 1 ^ . 

例9设 /( a ，卩)是 n 维空间 F 上的非退化对称双线性函数，对 
V 中一个元素《，定义7*中一个元素 a* : a* (P)=/(a，P)，P6F. 
证明 ：(1 ) F 到〆'的映射 d 是一个同构映射； 

(2) 对 F 的每组基 £1 ，e ，…， e„ ，有 F 的唯一的一组基 e! ，“， 
…，，使 /(&，£;. )= Si； ； 

(3 ) 若 F 是复数域上《维线性空间，则有一组基^，，，…， 
叩，使邛 =1 1: ( i=l ,2 , n ). 

证 （1) 因为存在 F 的一■组基 si ，£2，…， e n ，使 
/(e, ,e；)=d^0, /(£,- ,£； )=0 ,2, ••- 

由 (P)=/(e;，P) 作出相应 ei* 1 ，< ，•••，£: GF* ，对于 

h a* + Az £2* + •••+ knZi , =0， 

有 0 = (fo e* + As ex* + •••+ kn^l )(& ) 

=h a* ( ti )+ fc e (&)+...+ A ： ne: (e；) 
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=k\ /(ei )+ fc /(£2 )+ • • •+ knf (Zn ，匕） 

= kidi ， 

所以 fc = 0 ( i = l ， 2 ，…，汀）•故 a *， 82 * "••，£: 线性无关，是 F # 的 
一组基，即知 o - a * 将基映为基，且为双射. 

对于任意 a ， P ， yeF ， A：e P ，存在 

(a+P)" (7)=/(a+P,7)=/(a,7)+ /((3,y) 

= ol* (7)+ P * (7)= ( a * + P * )(7), 

(kaY (7)= f(ka ,7)= kf( a ,7)= ka (7)= (ka )(7). 

(2) 设 o ： r ，‘ ，•••，‘ 是 F 中基 ei ， S 2 ，…，的对偶基，则由 
题 (1) 知，有 

ai , ai^:V (i = l ?2 ,••• ,7i). 

则 /( a , , e ； )= a * ( e ； )= 1 ' 1 { ' 

0 J VT 11 J . 

设 k \ ai + fc os + • • • + A :« a « — 0 , 

贝 lj 0 = / XA:i ai + fc 02 + … - hfccu ，& ) 

= h f( ai )+ kz f( 02 , )+ • • • + knf ( a n ，&) 

= ki (f = l ， 2 ， ••• ， 7i ) ， 

所以， ai ，02 ，…， cx re 线性无关，是 F 的一 - 组基.令 Ei = ai ( i = 1,2 , 
… ， W ， 即得所求. 

(3) 对于复数域上的〃维线性空间，必存在 F 中的一组基 
V 1 fV 2 ，…，卞，使 /( a ，(3) 在这组基上的度量矩阵为单位矩阵 E . 
取邛 G =1 ，2，…，？ I ) •可得 

1, i=j , 

/(M)= 0, 的 . 

例10设 F 是对于非退化对称双线性函数/ ( «，卩)的 n 维准 
欧几里得空间， F 的一'组基 ei ， E 2 ，…，&如果满足 

/( )— 1 (户1，2，•••，/))， 

f(Zi ， t)= —1 (i= p+1 ,••• ， n ) ， 

( 内）， 
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则称它为 F 的一组正交基.若 F 上的线性变换足 
/(^a),^P))=/(a,P),a,peF, 

则称 J 为 F 的一 个准正交变换 .试 证： 

(1) 准正交变换是可逆的，且逆变换也是准正交 变换; 

(2) 准正交变换的乘积仍是准正交 变换； 

(3) 准正交变换的特征值等于1或 一 1; 

(4) 准正交变换在正交基下的矩阵 r 满足 
1 1 


t i= . 

-1 一 1 

一 1 -1 

证 （1 诺 0# a 6 F ， 则由/是非退化对称双线性函数知，存 
在阳7使/(0(』)尹0. 

设屬准正交变换，则 /( JU )， jp ))= /(^，[^^^，从而 
jet ) 尹0，故 J 为单射.又因为 F 是有限维的，所以 J 又为满射， 
从而是可逆变换. 

设 I 1 是的逆变换仍是线性的，且对任意《，卩6 F ， 
有 

f (a) ， ■^ (P) )= / a) , P) )=/( a ， P ) ， 

所以 f 1 是准正交变换. 

(2) 设是 F 的两个准正交变换，则。_是 F 的线性变 
换.因为，对于任意 《， peF ， 

/(( 屬 ct ， (屬 P )=/( 4屬），4 屬 ）)=/( 屬，屬) =/( a ， P )， 
所以 f 是准正交变换. 

(3) 由于/是非退化对称双线性函数，故必存在 F 的一组基 
ai , 02 ，…， a „ ，使 
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f ( ou , Oij 


「納， 

Lo ， 




设 x 为 任一特征值，对应特征向量 


a = kv ai + fc os + •••+ knOu^^O ， 

则 /( a , a )=/(^ a ) ,^4 a ))=/(/ Va ，/ Va )= X 2 /( a , a ), 

但 f ( a ， a )= /i + ci + … + ，从而 人 2 = 1 ， 得入 = 士 1 • 

(4) 设 a ， S 2 ，…，是 F 的一组正交基. 


r 1 (i = y~i i2 ,••• ，/ >), 

/(£/ ,ej )=^ —1 ( i = j = p + l ，•-- , n ), 

^ 0 (的) ， 

且 ^7^81 ， £2 ,•••，£« )— (El 9 E 2 ,••• , £/i ) Z '. 

设 ，则由 ^ ) 的表示式得 

)— + •*•+ tniZn , 


/( , £y )— f ti ) £> ) )— f ( tki 乞 k ， tlj £ / ) 

A=1 1= 1 

— tkitlj /(&，£_/) 
k— 1 /=1 

tlitlj I t2it2j I * * * I tpi tpj tp~\~ 1 i t p~\~ 1 _/ ••• tni t nj ， 

「 tpi — tp+l i —… 一 tni = l (户 1，2，•••，/>)， 

艮 P 〕 Ui~\~ Ji+'**+ tpi —— tp+l i —— ••• —— tni = —— 1 (Z = p+1 ， ••• ， 71 ) ， 

^ + + tpi tpj — tp+l i tp+l j — • • • — tnitnj =0 ( V7^ j ) . 

用矩阵形式表示即为 

E„ 0 

— ^ — 0 j^Jtl p — 

例 11 证明 :任何 一个双线性函数都可以唯一地表为一个对 
称双线性函数与一个反对称双线性函数之和. 

证设 / 是线性空间 F 上 的双线性函数，令 

g(a,P)="~[/(a ,P) + /(P，a)]， 


f 


E„ 0 

O 一 TL- 


T 二 
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/ i ( a ,(3)=~[/( a ,(3)—/((3, a )], , 

贝 IJ g 与 / i 分别为 F 上对称与反对称的双线性函数，且/= g + / i . 

设另有/= gi + hi ，其中 gi 与 / ii 分别为对称与反对称的双 
线性函数，则 g—gi = h — h , g ~ gi 是对称双线性函数， / i 一 fc 是 
反对称双线性函数.故 

(g~g^ )(ct ， (3)= (fc —/i)(a ， P) ， 

( g—gi )((3， ct )= ( g—gi )( a ， P ) ， a ， Pey ， 

(hi —h)(P，a) = — (hi —h)(a，@) ， 

从而 (h —h)(a 9 ^)= —(hi —/ i )0，(3)， a，PeF • 

BP (hi — / i)(a , P )=0 ^ > /ii — h = 0^ > g — gi = 0 ， 

于是 g = p ， h = h ，唯一性 得证. 

第三节辛空间 

主要内容 

1 .定义 1设 F 是数域 P 上的线性空间，在 F 上定义了一个 
非退化双线性函数，则 F 称为双 线性度量空间 .当/是非退化对 
称双线性函数时， F 称为 P 上的正 交空间 ；当 F 是 n 维实线性空 
间 ，/ •是非退化对称双线性函数时， F 称为 准欧氏 空间； 当/是非 
退化反对称双线性函数时， F 称为 辛空间 .定义有非退化双线性函 
数/的双线性空间记为 ( F ，/). 

(1) 在辛空间 （ F ，/) 中一定能找到一组基 ei ，£2, 
S- 2 ， … ， S-n 俩足 

y ( ， e - ; )= 1，1 < n ， 

/(£. •.£； )=0 , —n^d, j^n, i + j= 0 , 

这样的基称为 ( F ，/) 的正交基.辛空间是偶数维的. 

(2) 任一 2 a 级非退化反对称矩阵 X 可把数域 P 上 2 a 维空 
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间化为一个辛空间，且使夂为 F 的某组基 a ， e ，…，& ， e - ! ， e - 2 ， 
… ， e -» 下的度量矩阵.此辛空间在某组辛正交基 & 0，…， e „ ，^， 
e - 2 ，… ， e -„ 下的度量矩阵为 

0 E 

J = ^ ^ , 

- Ei O- 2 raX 2 n 


故 X 合同 /. 

2 .两个辛空间 （ b ，力）与（7 2 ，/ 2 )，若有从 h 到 b 的作为 
线性空间的同构名满足 

f' (u,V )=/2 (J^u) JM"v )) ， 

则称，/\ )到（卜，/ 2 ) 的辛同构. 

辛空间 （ F ，/ 倒自身的辛同构称为 （ F ，/) 上的辛变换.辛变 
换的乘积与逆变换皆为辛变换. 

设 ( F ，/)是辛空间 ， M，ve F ，满足 /( M ， V )=0 ，则称 H ， V 为辛 
正交的.若是 F 的子空间，则 

TF ± = {m 6F lf(u,w)=0,V w6lF} , 

^^是 F 的子空间，称为 IF 的辛正交补空间. 

定理 1设 ( F ，/)是辛空间，见是 F 的子空间，则 
dim = dim F — dim IF . 

3 .定义2 ( F ，/)是辛空间，是 F 的子空间.若 W ^ W 1 - , 
则称 ir 为 （ f ，/) 的迷向子 空间; 若 ir = ir + ，即见是极大的(按包 
含关系 ) 迷向子空间，也称为拉格朗日子空间;若见 A = {0} ， 
则称 IF 为 ( F ，/) 的辛子空间. 

若 f /，1 F 是辛空间 ( F ，/)的子空间，则有 性质： 

(1) OF 丄)丄=见； 

( 2 ) 

(3) 若 U 是辛子空间，则 F = U ® U ^ ； 

(4 ) 若 t / 是迷向子空间，则 dimU<jdimV ； 

(5 ) 若 {/ 是拉格朗日子空间，贝 U dimf/^^dimF . 
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定理 2 设 I 是辛空间 （ F ，/) 的拉格朗日子空间， （& ， & ，…， 
& ■ )是 i 的基，则它可扩充为 ( F ，/)的辛正交基. 

推论设 IT 是 ( F ，/) 的迷向子空间， { a ， e ，…， e „} 是见的 
基，则它可扩充为 ( F ，/)的辛正交基. 

对于辛子空间 f / ，/ P 与/ I # 都是非退化的. 

定理3辛空间 ( F ，/)的辛子空间（[/，/ | f /) 的一组辛正交基 
可扩充为 （ F ，/) 的辛正交基. 

定理4令 ( F ，/)为辛空间 ， t / 和是两个拉格朗日子空间 
或两个同维数的辛子空间，则有 ( F ，/)的辛变换把 f / 变成 . 
辛空间 ( F ，/)的两个子空间[/及 1 T 之间的(线性 侗构 ^ 

满足 

f(u,v)=f<i^u),^v)),\/uew,veV. 

则称与 IF 间的等距. 

4. Witt 定理辛空间 （ F ，/)的两个子空间 F ，见之间若有等 
距，则此等距可扩充为 ( F ，/)的一个辛变换. 

若辛空间 （ F ，/)上的辛变换，则 t 効纟行列式为1 . 

若 a ，&，…， e „， e — ! ， e — 2 ，… ， e -„ 是 （ F ，/)的辛正交基，在该 
基下的矩阵为[，则有 e!jk=j. 

5 .定理5设维辛空间中的辛变换，反是在某辛 
正交基下矩阵，则它的特征多项式 / a )= |述一反|满足 / a )= 

\ .若设 

f (A.)= ao /V 2 "+ ai AT" 1 + •••+ oEn-i A.+ az n , 

贝 1 J a .= w-n-i ( i =0 ,1 ,n). 

定理 6 设 1 A 是数域 P 上辛空间 （ F ，/) 上辛变换嫌 P 
中的特征值，且 : .设 F \. …是 F 中对应于特征值 m 
的特征子空间 J ' JVmG Vx t , vev ^ ^ /( m ， v )=0, 即 与 .是 
辛正交的.特别地，当 X ^± l 时匕是迷向子空间. 
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